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Prefacio

Un area importante de investigacion en el procesamidgttabde imagenes es la
derivacion de descriptores de una imagen para aplicas@meeconocimiento de patro-
nes, recuperacion de informacion y codificacion de iem&s. Para ello, las funciones
momento han surgido en la literatura como eficientes ddecepde formas.

Esta Tesis esta orientada al analisis de funciones ma@mEhmétodo estudiado
esta basado en polinomios ortogonales discretos de dmroamtesiano tales como
Krawtchouk; y continllos de dominio circular: Jacobi-Reury Bessel-Fourier. Ca-
da una de las funciones momento esta determinada por unair@eidon infinita de
parametros. Se proponen a los algoritmos heuristico® cogtodos de busqueda de
parametros, cuya funcion de aptitud es el Error de Rena@dn de Imagenes Nor-
malizado (NIRE) y la correlacion entre imagenes.

En el capitulo uno, se plantean los objetivos y aportasiaiebtrabajo de Tesis. En
el capitulo dos, se hace un analisis grafico y analitedod polinomios Armonicos,
Krawtchouk, Jacobi y Bessel, en términos del nUmero d=esad ceros y su distri-
bucion en el intervalo de radio unidad. En el capitulo sesdefinen los momentos
ortogonales de una imagen digital y se analiza la recorgfmicle la imagen a partir
de sus momentos, con el fin de establecer el nivel de eficidedias conjuntos. En el
capitulo cuatro se determina la utilidad y areas de agibogpara los momentos carte-
sianos y circulares en funcion de sus capacidades de pl@écry tiempos de computo.
Finalmente, en el capitulo cinco se establecen las canoles del trabajo de tesis.
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Resumen

Este trabajo de Tesis se encuentra ubicado en el area despmiento y analisis
de imagenes digitales, para la descripcion y reconoaitmide formas. Conjuntos de
polinomios ortogonales son usados como base de funciongarddormacion en el
dominio cartesiano y circular. Estas funciones son llarsdglaciones momento y nos
llevan de un espacio imagen a un espacio de descriptoresnaogntos analizados
son los momentos Krawtchouk, Armbnicos Seno, JacobiieouBessel-Fourier.

Se implemento la reconstruccion de imagenes digitalesocuna medida de la ca-
pacidad de descripcion y convergencia de los diferenteaentos. Esta medida fue a
través del Error de Reconstruccion de la Imagen NormddiZAlIRE) y la correlacion
entre la imagen original y la reconstruida. Cada una de lagdnes momento depen-
den de la combinacion infinita de parametros, tales comieroarmonico, orden radial,
especie, familia y umbral entre otros.

El método de busqueda de parametros 6ptimos propuststbasado en algoritmos
genéticos. Los resultados de reconstruccion muestranapumomentos cartesianos
logran recuperar alrededor del0 % y del94 % de la informacion para imagenes bina-
rias y en niveles de gris, respectivamente. Por otra pastenlamentos circulares son
adecuados para la descripcion invariante a la rotacgogla, traslacion e intensidad
del objeto en la imagen. Aunado a esto los tiempos de comgeaterminan la aplica-
cion de los momentos en areas como fusion de imagenesicagion, compresion y
reconocimiento de patrones.






Abstract

This thesis is oriented to the digital image processingli@apg description and pat-
tern recognition. Orthogonal basis functions are used asenbweighting kernel or
the basis set. Several classes of orthogonal moments skalawichouk, Armonicos,
Jacobi-Fourier and Bessel-Fourier are analyzed. ImagerRé&tiction from moments
measures the performance of moments for shape descrigtivalbas the convergence
of them to the solution. This is through the Normalized Im&gezonstruction Error
(NIRE) and the correlation between the original and themstrocted images. The va-
riation of parameters, such as angular order, radial okded, threshold, form various
types of orthogonal moments. Genetic algorithms (GA) aedus seek the optimal
parameter values for image reconstruction. Reconstmogisults shown that cartesian
moments recover00 % and94 % of the binary and gray level images, respectively. On
the other hand, circular moments are suitable for rotatimwhszale invariant shape des-
cription. Moreover, the computing time of the algorithmdetmines the application
area of the moment functions as pattern recognition, imagw, codification and
compression.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El primer articulo significativo sobre la aplicacion de lmomentos al analisis de
imagenes fue publicado por Hu [1] €862. El usd los momentos geométricos para ge-
nerar un conjunto de invariantes que fueran Gtiles pacelnocimiento automatico de
caracteres. Subsecuentemente, el método basado en tergenmeétricos invarian-
tes fue usado en reconocimiento de patrones por Alt [2] tifileacion de barcos por
Smith[3], identificacion de aviones por Dudani [4], comguadn de patrones de Dirilten
[5] y comparacion de escenas por Wong [6]. Sin embargo, lmmemtos geométricos
no son ortogonales y como consecuencia tienen redundanicibbemacion y alta sen-
sibilidad al ruido.

En 1980, Teague [7] introduce los momentos ortogonales y proveedoseptos
basicos de los momentos de Legendre y momentos de Zermikel Bfio del985, las
funciones momento se habian establecido como una heraniil para la extraccion
de caracteristicas en imagenes. 982, Reeves [8] calcul6 los momentos en forma
paralela, Casasent [9] implement6 un sistema 6ptico @lacalculo de los momentos
de intensidad y Anderson [10] desarroll6 un chip para |laegerion de momentos para
el procesamiento de video en tiempo real.

En1994 Sheng et al. [11] introduce los momentos ortogonales dedreMellin ba-
sados en un nuevo conjunto de polinomios radiales. Los mmsmentogonales discre-
tos han sido propuestos recientemente. Mukundan et alpfbplusieron un conjunto
de funciones momento ortogonales basado en los polinonsiagtbs de Tchebycheff.

Otros conjuntos clasicos de momentos ortogonales discsein los momentos de
Krawtchouk [13]. Debido a que los polinomios de Krawtchowkmalizados son dis-
cretos, no existe aproximacion numérica en el calcultodenomentos y por tanto el
error es nulo. Esto hace a los momentos de Krawtchouk adesyeda la extraccion
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de caracteristicas locales en varias regiones de ind@résa imagen. Esto se logra el
variar el parametrg de la distribucion binomial asociada a los polinomios dawitr
chouk.

Los momentos ortogonales de Jacobi-Fourier [14] estaadoasen la funcion ge-
neradora de polinomios y en el factor complejo de Fouriewvaklar dos parametros
a'y (8 de la funcibn generadora de Jacobi, es posible obteneedifs funciones mo-
mento, tales como: los momentos de Legendre-Foutier=( 5 = 1); Chebyshev-
Fourier (o« = 2, = 3), Mellin-Fourier (0 = 3 = 2), momentos de Zernike y de
Pseudo-Zernike. Ademas, los momentos definidos en uniespemilar son invarian-
tes a cambios en la orientacion y escala de la imagen.

Recientemente se propusieron los momentos de BeesekF¢iF|. Los cuales
estan basados en la funcion Bessel de primera especgudlque los momentos orto-
gonales de Zernike y de Mellin, estos son adecuados paredagtuccion de imagenes
y el reconocimiento invariante. Sin embargo, estos tiemannoayor eficiencia debido
a su buena ortogonalidad y a un mayor numero de raices.

1.2. Objetivos

Este trabajo de Tesis esta enfocado en el analisis deofugEmomento ortogonales
para la descripcion de imagenes digitales, con prop®sié reconocimiento de patro-
nes y fusion de imagenes. Por tal motivo, las tareas eshdiz fueron:

A. Analizar graficamente diferentes bases ortogonalesotiegmios circulares y
cartesianos.

B. Implementar momentos de Jacobi-Fourier, Bessel-Foukienonicos Seno y
Krawtchouk. La cuantificacion de la cantidad y calidad dediderentes conjuntos de
momentos para la representacion de una imagen fue usat&mlea de Reconstruc-
cion de Imagenes.

C. Determinar los parametros radialess, especie, 6rdenes:, [ y el umbral de los
diferentes conjuntos de momentos mediante algoritmosisigueda como: Algoritmos
Genéticos y Busqueda Dorada.

D. Implementar dos medidas: Error de Reconstruccion deégén Normalizado
(NIRE) y Correlacion entre la imagen original y la recon&ta para cuantificar la
capacidad de descripcion de los momentos analizados.

E. Implementar algoritmos de reconocimiento de patronassiph de imagenes
basados en los conjuntos estudiados.



CAPITULO — 1. INTRODUCCION 3
1.3. Estado del Arte de la reconstruc@n de momentos

Por su eficiencia en la representacion de caracteristasafsinciones momento han
sido ampliamente usadas en el reconocimiento de objetasiedesimagenes.

El método mas comin adoptado en los algoritmos de reaoieto basado en mo-
mentos, es el de la comparacion de vectores descriptones denjunto de imagenes
de referencia, con el vector descriptor de una imagen dada dbjeto desconocido.

Estos vectores descriptores son construidos por momenasantes de diferentes
ordenes que proporcionan tanto las caracteristicaglglelole una imagen como dife-
rentes niveles de detalle.

El problema de reconstruccion esta determinado por: agiiee de nUmeros que
pueden ser considerados como los momentos de una imagdmimero optimo de
momentos para la reconstruccion y c) el error de recorstmc

1.4. Aportaciones

Con este proyecto de Tesis, se pretende contribuir al déisade algoritmos para
la descripcion, mejoramiento y analisis de imagenesalég. Con aplicaciones en se-
guridad informatica y reconocimiento de patrones.

Las aportaciones mas importantes estan en el analidesdenciones momento
para la descripcion de informacion. Asi como la deteanion de los parametros que
las definen usando algoritmos genéticos. Los resultadesiolos se encuentran publi-
cados en las referencias [16,17].

En el contexto de la seguridad informatica la fiabilidadagedlgoritmos propuestos
ha sido determinada, en funcion del tipo de informaciowdificar, y los tiempos de
coOmputo requeridos.

Los algoritmos propuestos logran una exactitud al meno84dgl en tiempos de
coOmputo del orden de segundos para imagenes estan@abXes6 px y 8 bits por
pixel.

La eficiencia de los algoritmos para el reconocimiento de&wsfue determinada en
funcion de laresolucion de las imagenes de entrada ydasdncias que las componen.

Por lo tanto, el proyecto de Tesis propone,

1. Algoritmos basados en funciones momento para la degmnipe imagenes.
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2. Algoritmos genéticos para encontrar los parametpisnos de las funciones
momento.

3. Métricas que miden la eficiencia de los algoritmos premse
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Capitulo 2

Analisis de polinomios ortogonales

2.1. Introduccion

Debido a que una base ortogonal de un espacio vectorialgrepeedades numéri-
cas favorables con respecto a otras bases, numerosos ¢ipasimbmios ortogonales
han sido analizados en la literatura. Para su estudio s#ediwin dos grupos: Los poli-
nomios ortogonales en el plano cartesiano, donde la pahegntaja de los momentos
ortogonales en un rectangulo es que preservan la ortadadaobre la imagen mues-
treada. Y los polinomios ortogonales en un disco, los cusdasconstruidos como un
producto de un factor radial y un factor angular. Cuandosasimmentos se implemen-
tan, una imagen es mapeada a un disco, lo cual genera prabtienne-muestreo.

En este capitulo se analizan los polinomios genéricoadehi y Bessel de primer
tipo definidos en un dominio radial y los polinomios de Krawatak y Armoénicos de
dominio cartesiano. En todos ellos el nimero y la distiitiucle ceros en el intervalo
[0, 1] asi como los valores cerca del origen determinan su ei@atipara la represen-
tacion de funciones.

2.2. Polinomios Gesgricos de Jacobi

En esta seccibn se analizan los polinomios radiales ddidto, 5, ), los cuales
son expresiones genéricas que dependen de dos paramgtigue al variarlos ge-
neran varios tipos de polinomios ortogonales: Legeridre- 1,3 = 1), Chebyshev
(a=2,8=32),Mellin (a = 2,3 = 2), Zernike, entre otros.
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2.2.1. Funcon radial generadora de los polinomios de Jacobi

El valor real de los parametresy 5 generan un polinomio radial diferente de Ja-
cobi. Particularmente, la funcion radig)(«, /3, r) es ortogonal en el intervalp<r<1,
si,

1
/ Jn(e, B, 1) Je(c, B, 7m)rdr = Oup. (2.2.1)
0

Asi, el polinomio de Jacobi radiél, («, 5, r) puede estar definido como,

nl(B -1 N~ e (atnts—D
G, B,r) = !;(—1) (n—as)!s!(ﬁi—s—l)!r’ (2.2.2)

cuya relacion de ortogonalidad es,

1
/0 Gu(a, B,7)G (e, B, r)w(a, B, r)dr = by(a, 8)dpm(a, B), (2.2.3)

donde, el factor de peso,

w(a, B,r) = (1 —=7r)*Prf=t a - B> —1,>0, (2.2.4)

toma diferentes valores en funcion de los parametrgsg. La constante,, de
normalizacion es calculada por,

n![(B— 1)*(a— B+ n)!

bn(a,ﬁ) = (6 +n— 1)!(& +n— 1)!(a —+ 271)‘

(2.2.5)

Comparando las ecuaciones 2.2.1 y 2.2.3, se obtiene elntonje funciones ra-
dialesJ, («, 3, 1),

J(eBor) = | 2B o g, (2.2.6)

bn<a7 /67 T)T

La funcion radial consiste de un polinomio de Jacobi y urficeste incluyendo a
la variable radial en el denominador. Para asegurar que el valor limite dentadar
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tienda a cero, se debe satisfacer gy § > 2. De otra maneral,(«, 3, r) tendera al
infinito cuandor tiende a cero. Los polinomios de Legendre y de Chebyshevtis sa
facen la condicion, y por tanto la funcion radial o, 3, r) tiende a infinito en el origen.

Tomando en cuenta la diferencia de los valoresvde 3, la Ec. 2.2.6 puede ser
usada para generar diferentes tipos de Polinomios radial@acobi.

Sia = 8 = 2 (polinomios ortogonales de Mellin) entonces,

Tn(2,2,7) = (=1)" Z(—1)s(n(”_*;)f8!+(?f;!. (2.2.7)

s=0

Sia =3y = 2 entonces,

To(3,2,7) = (—1)"\/ &21?;?::23)) s;(— )’ (;n_;g(jir;!. (2.2.8)
Sia = j = 3 entonces,
1n(3,3,7) = (=1)"/(@2n + 3)r g(—ns (n("_t)sli(j)f;)!. (2.2.9)
Sia =4y j = 4 entonces,
To(4,4,1) = (—1)"r/2(n 1 2) Zn:(—ns (7571*;;;(317’;)!. (2.2.10)

En las Figuras 2.1 a 2.6 se muestra la distribucion de \&lbeadiferentes funcio-
nes radiales/,,(«, 3,r) en el intervalo dé&)<r<1. El orden de las funciones radiales
sonn = 0,1,2,9y 10 respectivamente. La distribucion de ceros es casi unéan el
intervalo de0<r<1 para varios tipos de funciones radiales. Algunas de lasdoas
cerca del origen tienden a infinito mientras que otras tonatores limitados.

Las curvas de las Figuras 2.1 a 2.5 estan vibrando y graénéndecrecen confor-
mer tiende a 1. La distribuciobn de ceros es casi uniforme entetvalo0 < r < 1
para las funciones radiales con valores. 10 0 5 < 10 de la Figura 2.3 . El nUmero
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8] |n=10

Jacobi(a=2,3=2)
Funcion Radial
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Amplitud

Figura 2.1:Polinomio radial de Jacobi J, (o, 3 = 2,7). Cerca del origen y paradrdenes

n > 7, la funcion tiende a infinito. El nGmero de raices del polinomio es igual a su orden

n, Yy la distribuci 6n de ceros es uniforme en el intervald < r < 0.

Jacobi(a=3,8=3)
Funcién Radial

Amplitud

Amplitud

Jacobi(a=4,8=4)
Funcién Radial

Figura 2.2:Polinomio Radial de JacobiJ,(«, 8,7), n = 0,1,2,9,10 paraa) o« = § = 3y

b) « = 8 = 4. Como se puede observar, conforme y 3 se incrementan, la amplitud de la

funcion cerca del origen se decrementa.
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Figura 2.3:Polinomio Radial de JacobiJ, (o =5,..,10 = 3,3,r) paraa) a« = = 5, b)
a=pB=6,C)a=B="7da==8,e)a=8=9yf) a=p = 10. Para valores
a = > 8, la amplitud de la funcion es cero en el origen, reduciendo con ello el intervalo

radial en el cual est definido el polinomio.
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Jacobi(a=12,=12) Jacobi(a=14,=14)
10 - radial function 10+ radial function
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Figura 2.4 Polinomio Radial de JacobiJ, (a = 12,..,22 = 3, 3,r) paraa) a = = 12, b)
a=0p=14,c)a=5=16,d)a=8=18,e)a= 8 =20y f) a = § = 22. Para valores
a = 8 > 8, el intervalo radial » en el cual eshn distribuidas la raices del polinomio, es

cada vez nas pequéio.
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o _ Jacobi(a=16,=16)
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Figura 2.5Polinomio Radial de JacobiJ,, (o« = 14,..,24 = 3, 3,7) paraa) o« = = 14, b)
a=0F=16,c)a=p8=18,d)a=p=20,e)a= =22yf) a=F = 24. Cuando se
asignan valores nunéricos grandes an = 5 > 14, y al ordenn > 16, entonces la funcdn

tiene oscilaciones aleatorias cerca de= 1.
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de ceros en las funciones radiales es igual al orden de lasopabs de Jacobi. Co-
mo consecuencia del analisis grafico llevado a cabo, seéepaseverar que aunque las
curvas son similares entre ellas, su distribucion cert¢arigen es diferente. Para

y [ pequefios, la funcion radial tiende a infinito. Los valaasgnados a y 5 son
inversamente proporcionales a la amplitud en el origen.

Para la descripcion de una imagen es recomendable unidbutigbn uniforme de
ceros en el intervalo radialy una amplitud limitada de la funcion radial en el origen.
Comparando las distribuciones de la funcion radial de lgarks 2.1 a 2.5 se puede
ver que parav = 4,5.., 10y 8 = 4,5, ..., 10 se tiene valores pequefos cerca del origen
y una distribucion uniforme de ceros en el intervalo radial

Después de un analisis grafico, se encuentra que el ordeimn,,,... radial para
evitar el desbordamiento depende de los parametsos, tal como,

n2:21
Ng = Na—1 — 1

parac = S = 4,6,8,... Las graficas de la figura 2.6 muestran el orden radial
maximo de los polinomios, los cuales empiezan a fluctuamdoa — 1.
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Figura 2.6:Maximos ordenesn en los Polinomios Radiales de Jacobi, («a, 3,7) para

a=p=1,3,5,7,9 respectivamente;n = 18, 19,20, 21 y 22
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2.3. Polinomios Bessel

Los polinomios radiales ortogonales Bessel al ser comparadn polinomios de
Mellin y Zernike del mismo orden, tienen+ 1 ceros y estos estan distribuidos unifor-
memente en el intervalo radial< » < 1.

2.3.1. Funcon Bessel de primer tipo

Se define la funcion Bessel de primer tipo como,

- —1)k T\ yio
Tolw) = ;(klr(< n 3{ 1) @, (2:3.1)

dondev es una constante redla) es la funcion gamma. Tiene la siguiente relacion
de recurrencia,

Jo(w) + Jun(w) = L), (2.3.2)

La funcion de Bessel es la solucion de la ecuacion de Besse

9 1 / U2
v+ -y +(1—-—5)y=0, (2.3.3)
€T T
0 bien,
512'2’3/” + .I'y, + (ZE’Z _ 1/2)’y =0, (234)
y

las ecuaciones de Bessel de tipy de Legendre de ordem, respectivamente.
Cuando se resuelve la Ec. 2.3.4 se supone/gué).

Debido a quer = 0 es un punto singular regular de la ecuacion de Bessel, se sab
que existe por lo menos una solucion de la fogma " °  C,z" .
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Si aplicamos primera y segunda derivada/ese obtiene,
y/ — ZZO:O Cn(n + ,r)l.n—i-r—l’
Y =3 Coln+r)(n+r—1)a"r2

Sustituyendo los valores dey/’, y” en la Ec.2.3.4,

icn (n + 7,) (n S 1) :L,TL-H“ + f:cn (n + ’l“) l,n-‘rr + icnxn-ﬂ"—iﬂ o 1/2 f:cnl,n-i-r —
n=0

n=0 n=0 n=0

evaluando para = 0 y factorizando para”

o (P —r+r =) a4 a" Y e [(n4r) (b= 1)+ () = ]2 2"y e

n=1 n=0

o (P =) a"+a" Y e [(n+r) = Ve am Y e =0, (2.3.6)

n=1 n=0

De 2.3.6 se ve que la ecuacion indicialés— v* = 0, de modo que las raices
iniciales sony = vy r, = —v. Cuandor; = v, la Ec. 2.3.6 se transforma en,

m”icnnn+2ym + 2" chm =0.
n=1 n=0

Factorizanda’ y evaluando: = 1,

z"[(1+2v)err + Z cpn(n 4 2v)a™ + Z cax™ ] = 0.

n=2 n=0

haciendo cambio de variable= n — 2 y factorizando la sumatoriay*+2,

[+ 2z + Y [(k+2)(k + 2+ 20)cpen + o)) = 0.
k=0

0,
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Por lo tanto, las soluciones son,

(1 + 21/)61 = 0,
y
(]{7 -+ 2)(/{3 + 2+ 2V)Ck+2 +cp = O,
despejando,
Chyo = —h k=0,1,2 (2.3.7)
Tkt 2)(k+2+20) 0 T >
La eleccione; = 0 en 2.3.7 indica ques = ¢5 = ¢; = ... = 0, asi que para

k =0,2,4,... se encuentra, después de establecer = 2n,n = 1,2, 3, ..., que

Con—2
I 2.3.8
@ 2’n(n + v) ( )
Por lo tanto
Co
Cg = ———"F———
T2 1 (1+v)
Co Co
Cp = — fg
202024 y) 20121+ v) (24 )
Cy Co
Cp = — [
07 22338+ v) 260-1-2-31+v)24+v)B+v)
—1)"
Con (=1)"c n=1,23.. (2.3.9)

T2l + )2+ v)..(n+v)

Es practica comin elegif, como valor especifico , a saber,
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1

CTTA 1)

dondeI'(1 + v) es una funcion gamma. Puesto que esta Ultima funciorepase
propiedad convenienté(1 + «) = al'(«) se puede reducir el producto indicado en el
denominador de 2.3.9 a un término. Por ejemplo,

Fl+v+2)=2+v)I2+v)=2+v) 1 +v)I'(1+v).

Por consiguiente, la ecuacion 2.3.9 se puede escribir como

. (=" _ (=1)"
mtvpl(1+ )2+ v)..(n+ )T (1 +v) 2201+ v+n)’

paran =0, 1,2, ...

La definicion de la integral de Euler de la funcion gamma es,

I'(z) = / t"te~tdt, (2.3.10)
0

paraxr > 0. Evaluando para = 1,2, 3, .... Siz = 1, entonces,

~1
P(1) = [J e tdt = lim —e™" [§= lim [~e™" +1] = Jim [ +1] =1,
r(1)=1.

De la misma manera, si evaluamos para 2,3y 4.

re)=1=1l,
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Se tiene la propiedad para la funcibn gamma,

MM+ w+1)]=w+1I'(r+1), (2.3.11)

MM+ wv+2)]=w+2)'(r+2)
=w+2T(1+ (v+1))
=w+2)(v+1I'(r+1).

Entonces la Ec.2.3.9 y la propiedad 2.3.11

C2n = )"

22ntvnIl(1+v+n)’
paran = 0, 1,2, ... La solucion en serie dg= %2 ,C5, X*" ™" es,

__ Yoo =y~ 2n+v
Y= ETLZO 22"+Vn!F(1+V+n)X :

Por tanto, la solucion es la funcion Bessel,

(=1)" T\ont
= 3 . 2.3.12
Para la evaluacion de = —v se tiene,
(=1)"
_ =X ) 2.3.1
@) = B T T =] (2:3.13)

Las graficas de la Figura 2.7 muestran la distribucion d@ainomios/, (\,r) de
diferentes tipos.
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2.4. Polinomios Krawtchouk

Los polinomios de Krawtchouk son ortogonales en el interdiscreto del espa-
cio de coordenadas de la imagen. Esta propiedad hace a logntusiortogonales
discretos superiores a los momentos ortogonales comstighacias a que preservan la
propiedad analitica de ortogonalidad, y con ello el ermcéalculo debido a la discre-
tizacion es nulo. Por otro lado, los polinomios de Krawtghtienen asociado a ellos,
un parametrg de distribucion binomial que permite un analisis locafamciones.

La definicion de los polinomios Krawtchouk deesimoorden es,

N
1
Ko(z:p.N) = apnpa® = Fi(—n, —z;—N; -), (2.4.1)
p
k=0

dondez,n = 0,1,2,...., NN > 0,p € (0,1). oF; es la funcidbn hipergeométrica
definida por,

— (a)r(b)s 2

2P (a,bi 5 2) = Z CRm (2.4.2)
Yy (a) es el simbolo de Pochhammer dado por,
B ~ T(a+k)
(a)k=ala+1)...(a+k—1)= T (2.4.3)

El conjunto de (N+1) polinomios de Krawtchodlk’, (x; p, V) } forma un conjunto
completo de funciones de base discreta, cuya funcion gso e

N —x
w (w;p, N) = (x)px (1—p) ", (2.4.4)
y cumple con la condicién de ortogonalidad

N
> " w(@; p, N) K (239, N) Ko (239, N) = p(n; p, N)pm, (2.4.5)

=0

donden,m=1,2,.... Ny
p(n;p, N) = (_1)11(1,,%2))”(_7\!/),1-

Ejemplos de polinomios Krawtchouk hasta oraer2 son,

K()(flf;p, N) =1
Ki(z;p, N) = 1= [g]a
Ky(z;p, N) =1~ [Nlp + N(Nl—l)p2]x + [N(Nl—l)pQ]xQ‘
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Para lograr estabilidad numérica, se definen lo polinoméoKrawtchouk. Donde,
ademas de la normalizacion de los polinomios, se intredaicaiz cuadrada del peso.
El conjunto de Polinomios de Krawtchouk pesadés,(x; p, V) } esta definido por,

K, (z;p,N) = K,(z;p, N)y | ———Z. 2.4.6
(z;p, N) (z;p, N) V) (2.4.6)
Donde la condicion de ortogonalidad esta dada por,

N

> Ku(x;p, N)K (2;p, N) = 6(n;p, N). (2.4.7)

=0

En la Figura 2.8 se muestran las distribuciones de los polio® de Krawtchouk
pesados para diferentes 6rdeneprobabilidades y tamafol.

2.5. Polinomios Armonicos

Los polinomios Armonicos estan definidos en el plano sate como,

Pu(z) = Z(—1)2ﬂ (2.5.1)
" - (2n+ 1)V
los cuales cumplen con la condicion de ortogonalidad,
1
/0 sen(nxm)sen(lyr)drdy = &, (2.5.2)

En la figura 2.9 se muestran algunas graficas de estos patisqrara diferentes
ordenes..

En el siguiente capitulo se analizaran los momentos deiraagen digital, cu-
yo kernel de transformacion esta basado en los conjumtoganales estudiados y un
componente complejo de Fourier. Lo anterior, con el fin deini@ed¢apacidad de des-
cripcibn de los momentos.
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y =K,(x;p,N)
p=0.5, N=100
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Figura 2.8:Polinomios de Krawtchouk pesadosk ,(z;p, V). Como se puede observar,
los polinomios esan desplazados una cantidagp = 0,5y p = 0,7, lo cual, mas adelante

permitir & un analisis local de funciones imagen.
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12
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~——— orden=0
—— orden=1
—— orden=2
—— orden=3
~——— orden=4
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FUNCION SENO
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Figura 2.9:Gréfica de la funcibn Seno para diferentesordenesn. Como se puede obser-
var, la amplitud de los polinomios siempre es la misma para alquier orden n. Ademas,
las raices estan uniformemente distribuidas en el intervalo dé, II]. Lo cual las hace ade-
cuados para un aralisis completo de funciones. Como en el caso anterior, elimero de

raices es igual al ordem.
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2.6. Conclusiones

En este capitulo se presentd una revision de los polioeoritogonales en el circu-
lo unitario: Jacobi y Bessel, y de los polinomios ortogosal@rtesianos: Armonicos y
Krawtchouk, para la descripcion de funciones.

Como se vid, una herramienta matematica comin para gampatre los dife-
rentes conjuntos es la funcion generadora de los polir@deoJacobi. A travées de la
cual, al variar los parametros dey 3 se consigue obtener a los conjuntos de Legen-
dre, Chebyshev, Jacobi, Mellin y Zernike. Se determinaosrvhlores dev y /5 entre
4 < a = < 10, por su distribucién de ceros y los valores de la funciéotados al
origen.

Los polinomios Bessel al ser comparados con polinomios dérnijeZernike del
mismo orden, tienen + 1 ceros y estos estan distribuidos uniformemente en ekinter
valo radial0 <r < 1.

Los polinomios ortogonales pesados de Krawtchouk depedeem parametrp
asociado a una distribucion binomial lo cual permite ualiais local de funciones. La
ventaja principal de este conjunto es su ortogonalidad eeminio discreto lo cual,
anula el error de discretizacion.

En el caso de los polinomios Armoénicos la ventaja que exastellos en compara-
cion con los polinomios antes mencionados, es que estéads al origen, tienen una
buena distribucion de ceros y su amplitud es uniforme .



CAPITULO — 2. ANALISIS DE POLINOMIOS ORTOGONALES 27

2.7. Bibliografia

[1] Z. Ping, H. Ren, J. Zou, Y.Sheng and W. Bo. "Generic Orthreagy moments:
Jacobi Fourier moments for invariant image descripticatfé&n Recognitiod0,1245-
1254 (2007).

[2] A. Padilla-Vivanco., G. Urcid-Serrano., F. Granadogu&tin., and A. Cornejo-
Rodriguez. "Comparative analysis of pattern reconstouatising orthogonal moments,
"Optical Engineering46 (1), 017002-1 a 017002-15,(2007).

[3] A. B. Bathia and E. Wolf. "On circular polynomials of Zeke and related ort-
hogonal sets,”"Proc. Cambridge Philos. Sa,40-48 (1954).

[4] X. Bin, M. Jiang-Feng, and Xuan W. "Image analysis by B#dourier mo-
ments,”Pattern RecognitiofB,2620-2629 (2010).

[5] Pew-Thian Yap, Raveendran Paramesran, and Seng-Hgat'ldrage Analysis
by Krawtchouk Moments, "IEEE transactions on image pracgsd2 (11), (2003).



28

CAPITULO 2. ANALISIS DE POLINOMIOS ORTOGONALES



Capitulo 3

Reconstruccbn de Imagenes a partir
de funciones momento

3.1. Introduccion

Las funciones momento tienen un amplio espectro de aphicasien analisis de
imagenes, tales como reconocimiento de patrones, cksiit de objetos, codifica-
cibn de imagenes y reconstruccion. Un conjunto de moaosecalculados a partir de
una imagen digital generalmente representan caradataegste la forma de la imagen,
y proveen informacion de las diferentes geometrias quenaponen. Los momentos
geomeétricos fueron los primeros en ser aplicados a ineégemdemas de ser compu-
tacionalmente simples [1]. Los momentos de bajo orden septan caracteristicas glo-
bales de laimagen, los momentos de mayor orden contienamia€ion de las orillas
y detalles de la imagen [2].

En el dominio continlo, el teorema de unicidad dice quequuiaf funcion imagen
puede ser reconstruida a partir de sus momentos geonsetidsando la equivalencia
entre las diferentes bases de polinomios, este teoremalidse para otras bases. En
el dominio discreto, el teorema de unicidad dice que una é@mgmiede ser recons-
truida por un mismo nimero de pixeles en la imagen [3]. Bir@tesamiento digital
de imagenes, el problema de reconstruccion abarca dgsmes. ¢ Cual es el nUumero
optimo de momentos para reconstruir una imagen? y ¢ Cuélesor de reconstruc-
cion?.

En este capitulo se analiza la capacidad de descripcilms deomentos ortogonales
cartesianos y circulares. Donde la reconstruccion dgémés es un método que permi-
te evaluarlos a través de la calidad de la imagen recodatyuel nimero de momentos
usados. Cada conjunto de momentos depende de paramétsosaiao los 6rdenes de
reconstruccion, el tipo o familia de polinomio, entre stro

29
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El método para la determinacion de parametros usa algusigenéticos. En el caso
de imagenes binarias un parametro es el umbral, el cualcesiado con la busqueda
dorada. La evaluacion de laimagen reconstruida es sstowlé&rror de Reconstruccion
Normalizado de la Imagen (NIRE) y la correlacion.

3.2. Momentos de una imagen

El conjunto de momentos ofrece generalmente la representglobal de las ca-
racteristicas de una imagen. Sek region en el plana — y, una definicion general
de las funciones momento,,;, de orden(n + [), de la funcionf(z, y) esta dada por,

= | /C £, 9)Waa(,y)derdy, (3.2.1)

donden,l = 0,1,2,...y ¥,,(z,y) es una funcion continua de (x,y) €rllamada
kernel de la transformada momento o conjunto base. Paramamgen, la funcion in-
tensidadf (z,y) es finita y tiene soporte compacto €ny por tanto la integral de la
Ec. 3.2.1 es finita. Variaciones en la Ec. 3.2.1 dependenptetle conjunto base usa-
do. Por ejemplo, funciones base en coordenadas pdlaBsequiere reescribir la Ec.
3.2.1 en representacion polar del espacio de coordenad@en como,

gbnl://gf(r, W, (r, 0)rdrdd, (3.2.2)

Las funciones base ortogonales validas dentro del cidelradio unidad, requie-

ren escalar el espacio de coordenaglasla region[—1, 1] o de[—\ﬁ,\/g], como se
muestra en la Fig. 3.1.

Las ecuaciones de transformacion son,
r=\/x%+y>? (3.2.3)

0 =tan™" (y

X

) (3.2.4)
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Figura 3.1Coordenadas de transformaaddn de unaimagen a un rculo unitario: a) fuera;

b) dentro del radio unidad.

3.2.1. Momentos Cartesianos

Momentos Armonicos Seno

Una funcion f(x) puede ser expandida en términos de una base ortoggnal
como,

F@) =) Sptn(a) (3.2.5)

dondesS,, son los coeficientes. i, = sen(nzm) entoncesS,, son los coeficientes
seno de Fourier.

En la Fig. 3.2 se muestra la funciditz) = 2* y su expansion en coeficientes seno.

Seaf(z,y) una funcion 2D que se expande en términos de una base paiogo
U (x,y) = sen(nxm)sen(lym) como,

N M
flz,y) = Z Z Sparsen(nzm)sen(lym) (3.2.6)
n l

multiplicando la Ec. 3.2.6 poten(nzm)sen(lyr),
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Figura 3.2:Expansion de la funcion f(z) = 2% en la base ortogonal de funciones seno

usando a)n = 20, b) n = 30 y c) n = 50 coeficientes.

f(z,y)sen(nzm)sen(lyr) = Z Z Snisen(nam)sen(lxm)sen(lym)sen(nym)

(3.2.7)
integrando la Ec. 3.2.7,
1 1 1 1 oo 00
//f(x,y)sen(nmw)sen(lyﬂ)dxdy:/ / ZZSnlsen(nmr)sen(lmr)sen(nyw)sen(lyﬁ)dxdy
o Jo o Jo 575
(3.2.8)

1
0

(o] (o] 1
:;;Snl/ sen(wnz)sen(wlm)dm/o sen(wly)sen(mny)dy (3.2.9)

Usando la propiedad de ortogonalidad,

0 n#l

L7 (3210

1
< sen(nxm), sen(lem) >= / sen(nxm)sen(lem)dr = 6, = {
0
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1 1 oo 00
/ / f(x,y)sen(nzm)sen(lym)dzdy = Z Z S10010im = Shi (3.2.11)
0 0 n l
1yl
= / / f(z,y)sen(nzm)sen(lyr)dedy = S, = A;, (3.2.12)
o Jo

Los coeficientest?, los llamaremos los momentos Armonicos Seno, y seran gsado
para la descripcion de formas en una imagen y).

Momentos Krawtchouk

Los momentos Krawtchouk son un conjunto de momentos forsypdolos poli-
nomios Krawtchouk y tienen la propiedad de extraer las taniaticas locales de una
imagen. Los momentos Krawtchouk de ordaml) en términos de los polinomios pe-
sados de Krawtchouk para una imagen con la funcion de g, ,, se definen
como [4],

N—-1L-1

A =" " Ko(zipn, N = DEi(y;pa, L= 1) fay (3.2.13)

=0 y=0

donde)M y L son los pixeles de la imagef ,, p1 y p» son parametros de probabi-
lidad de los polinomios de Krawtchouk,, (z; p, N — 1) definidos por la Ec.2.4.6.

3.2.2. Momentos Circulares

Momentos Jacobi-Fourier

Los momentos de Jacobi-Fourier son momentos ortogonatesiges. Los mo-
mentosA’, de orden radiak y armonicol para una funciory(r,) en coordenadas
polares, pueden ser calculados como [5],

oM 1
Al = / / f(r,0)J, (v, B,7)e”rdrdd (3.2.14)
o Jo

dondea y 3 son parametros que determinan el tipo de polinomios onalgs.

Los momentos de Jacobi-Fourier en forma discreta estarsqemtp
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Ail - Z Z f(rl}jv ei,j)Jn(av 67 T)e_iwi’j (3215)
r 0

dondeJ,(«a, 8, ) son los polinomios de Jacobi definidos por la Ec.2.2.6.

Momentos Bessel Fourier de primer tipo

Definimos los momentos de Bessel-Fourier usando la fur®éssel de primer tipo
en coordenadas polares como [6],

nl

2
=5 / / f(r,0)B,(\r)erdrdd (3.2.16)
Ty,

dondef(r,0) es laimageny» = 0,1,2,....1 = 0,£1,+2, ... es el orden del mo-
mento,a,, = [J,+1(A\,7)]?/2 es la constante de normallzamdi;)( »7) es el polinomio
de Bessel en de gradany ), es eln-ésimocero deJ,(r), definido en la Ec.2.3.1.

3.3. Reconstrucabn de Imagenes

Las imagenes digitales pueden ser reconstruidas a partinchiimero suficiente-
mente grande de momentos ortogonales de su distribuciometesidades, usando la
transformada inversa respectiva. Los momentos ortogedalena imagen binaria ge-
neran una reconstruccion con valores de intensidad géae setbralizados. En el caso
de imagenes con niveles de gris, métodos de ecualizaebhistograma descrito en
el Apéndice C seran empleados para transformar los &attgéntensidad a un rango
valido de niveles de intensidad. La reconstruccion dekgen puede ayudar a exami-
nar el desempefio de los momentos para la representaciofodeacion asi como su
convergencia a través del nUimero de momentos necesaram$areconstruccion de la
imagen.

3.3.1. Reconstruc@n usando momentos cartesianos

La teoria de funciones ortogonales dice que una imggeny) puede ser aproxi-
mada por la suma pesada de sus momentos ortogonales como,

(@ Nzlif‘l sen(Z) sen("4T) (3.3.1)
) n=0 1=0 : (z,pl, N = 1)K;(y,p2,L — 1) "~

dondeN, L representan los ordenes maximos de los momestpsisados en la
reconstruccion de imagenes.
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La funcionfr(z,y) es la suma parcial de los primeros polinomios y su distrinci
de amplitud se obtiene a partir (8;|. En la Figura 3.3 se muestra una imagen binaria
y su reconstruccion usando los polinomios Armonicos Se&man = 32; [ = 32.

a) b) C)

0.4 4
0.3 4

0.2+

Frecuencia

0.1+

&l
0.0 —_— =

T T T T
0 5|0 100 150 200 250

niveles de gris

d)

Figura 3.3:a) Imagen Binaria de 32 x 32 px, b) Reconstruccon paran = [ = 32, ¢)

Reconstruccdn binarizada con un umbral=50, d) Histograma de la imagen reconstruida.

3.3.2. Reconstrucdn usando momentos circulares

La funcion imagenf(r, 0) puede ser reconstruida por la suma de sus momentos
circularesA,,; como,

N—-1L-1
TZ —Z P
Tz,p 23 E E Anl |: frzj)j) :| [ e i3 ] (332)
n=0 [=0 ’

donde Ny L son los 6rdenes maximos de los momentos.
En la Figura.3.4 se muestra una imagen en nivel de gris y sunséciccion usando
polinomios de Bessel para= 50; [ = 50; v = 1.
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Figura 3.4:a) Imagen original e histograma, b) Imagen reconstruida e tdtograma, c)

Imagen resultante de ecualizar el histograma de b) e histogma.
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3.4. Determinacbn de parametros

Una de las problematicas es la determinacion de los garasque generan las ba-
ses de polinomios ortogonales usados en el calculo de ntom&ado que la eficiencia
de los algoritmos de reconstruccion depende de la eledg@stos, se proponen méto-
dos de blusqueda y eleccibn de parametros, que geneianmals adecuados para la
representacion y reconstruccion de imagenes. Los ntogude polinomios analizados
se muestran en la Fig. 3.5.

m Base Ortogonal Parametros

I_(n(xi p: N - 1)
n, [, p,umbral
Krawtchouk

Cartesianos

sen(nmx)sen(lmy)
n, [, umbral
Armadnico Seno

Jo(a, B r)e "
a, B,n, l,umbral
Jacobi-Fourier
Circulares
By (A,)e™"
v,n,l, umbral
Bessel Fourier

Figura 3.5:Parametros de las bases ortonormales analizados.

Si se evallan los parametraess, n y [ de la base de polinomios de Jacobi-Fourier
el nUmero de combinaciones resulta en,

= 3.4.1
Cn, ri(n —r)! ( )
para,

a | B ln |l

1 (111

1 (11| 2

2222|2222

donden =22y r = 4.



38 CAPITULO 3. RECONSTRUCCON DE IMAGENES

Por lo tanto, las 7315 combinaciones consumirian un tietiegdmputo de03 hrs
20 min aproximadamente, equivalente$dias utilizando imagenes @é x 64 px y un
equipo de computo 267 GHz ,12 GB en RAM y500 GB en disco duro.

Teniendo en cuenta los puntos antes mencionados se prop@betos que ayuda-
ran a hacer el calculo de los parametros de una formaapéda. Para ello se eligieron
los siguientes métodos,

1. Algoritmos Genéticos. (Apéndice A)

2. La bUsqueda dorada. (Apéndice B)

El primero de los métodos se empleb para obtener los wligdos parametros
correspondientes a cada conjunto y el segundo para encehtnabral en el caso de
las imagenes binarias.

Los Algoritmos Genéticos se encuentran dentro de los Algos Meta-Heuristi-
cos los cuales buscan soluciones factibles en dominiosedartdrea es compleja. Un
ejemplo de la aplicacion de los Algoritmos Genéticos enogljunto de polinomios
complejos de Jacobi-Fourier se muestra en la Fig. 3.6.
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4 )
GENERACION DE LA POBLACION INICIAL
— Se generan valores aleatorios para
a;, B;,n;, 1; en el intervalo [0, 22]
. l J
CODIFICACION EN CADENAS BINARIAS A
a; = 01101
B;=01010
n; = 01010
I, =11110
. ' J

|

FUNCION DE ADAPTACION
1. Error de reconstruccion normalizado de una
imagen (NIRE).
2. Correlacion entre imagenes.

|

SELECCION DE a;, 8;,1;, I;
1. Cuando NIRE— 0
2. Cuando Correlacion — 1

. l J
4 D
CRUZA Y/O MUTA
Las cadenas binarias correspondientes a cada
valor de a;, B;, n;, I; seleccionados pueden o no
cruzar y/o mutar.

. l J
NUEVA POBLACION )

a; = 00011
Bi =01110
n; = 01110
l; =00110 )

Figura 3.6:Ejemplo del comportamiento de los Algoritmos Gegticos para la bisqueda

de los paametros en la base de polinomios complejos Jacobi-Fouriek, (a, 3, r)e™"7.
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3.5. Analisis de Error

Para evaluar la eficiencia de los momentos se tienen dos aseldighrimera es la
correlacion entre la imagen origingly la reconstruidg r, definida como,

B > 2l (@ijs vig) — wflfr(igs yig) — wfrl .
> Zj \/Zl Zj Lf(ij, yis) — 1f]2 D2 Zj[fR(fEij, Yij) — WSr]?

dondeyn f es la media de la imagen originalf; es la media de la imagen recons-
truida y el Error de Reconstruccion de la Imagen Normabz@dRE) definido por,

M—-1 N—-1
NIRE — 22i=0 >io (f(@ig,vig) — fr(xig, 4ij))?
RE = M—1~N-1 5
im0 2oj=o Lf (Tij: Yij)]
dondeM, N es el tamafio de la imageliz es la imagen reconstruida f/es la
imagen original.

C=1

(3.5.1)

(3.5.2)

3.6. Resultados

En la Fig.3.7 se tienen un conjunto de imagenes binariasuddbp de tamaingR «
32 px del alfabeto castellano. Se analizan los casos de forgito geélanco.

DNOGERERE A8 cDE F
EEAOEEE 6 1 1 J K L
OEEEAE vNo P QR
BREBNGE s 7 v v wx
Y[z Y z

a) b)

Figura 3.7:magenes binarias de prueba a) negativas y b) positivas.

En la Fig. 3.8 se muestra el resultado de reconstruccioagienagenes de la Fig.
3.7(a) a partir de momentos cartesianos y circulares. Y Eiglara 3.9 se muestran las
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graficas de error de reconstruccion que evaltan la efieiate los conjuntos analiza-

dos.
AlB|CID|E|F]
GlH|r|J|K[Y]
M[NjolrlQfR]
s|Tulviwx]
Y[z

a)

AlBlcip|E|FEEEA[BICIDIE|F
CEOEEE CEOOESe
M|NJo|p[Q[r EEMIN|OIPIQIR
s|T|ulviw|XEEES|T|UlVIW X
Y7 Y7

b) c)

Figura 3.8:Imagenes binarias negativas reconstruidas con momentos dxcobi-Fouier
cona = 13,8 =5yn =1= 22, b) Armobnicos Seno com = [ = 32y ¢) Krawtchouk con

n=1=32.

En la Fig. 3.10 se muestra el resultado de reconstruccitasdmagenes de la Fig.
3.7(b) a partir de momentos cartesianos y circulares. Y ®griaficas de la Fig.3.11 se
muestran los resultados de evaluacion de la calidad destoacion de los tres con-
juntos analizados.

La evaluacion de las funciones momento para la descriggmagenes se extien-
de a imagenes en niveles de gris y con cambios en su resolespacial. En la Fig.
3.12 se tienen un conjunto de imagenes a escala de gris candarmdeé4 = 64 px, 128
x 128 pX y 256 x 256 pX.

En la Fig. 3.13 se muestran los resultados de reconstrudeida imagen de Lena
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—— Arménicos Seno
20 - * - Krawtchouk 1.00
—— Jacobi

NIRE
Correlacion

-+~ Arménicos Seno
Krawtchouk
—— Jacobi

Figura 3.9.Gréaficas de Error usando como nétrica el a) NIRE y la b) Correlacion. Como
se puede observar, los conjuntos cartesianos de KrawtchoykArm 6nicos Seno logran una

reconstruccion completa.

de64 x 64 px usando los conjuntos cartesianos y circulares. La grdficla Fig.3.14
muestra los resultados de correlacion de la imagen otigilaa reconstruidas.

En la Fig.3.15 se muestran los resultados de reconstrudeidmagenes d&28 «
128 px usando momentos Armonicos Seno, Jacobi-Fourier y Béssgier. En es-
te caso, los momentos de Krawtchouk no fueron analizadogl@ebsu limite de
n = | = 96. La grafica de la Fig.3.16 muestra los resultados de caiteglade la
imagen original y las reconstruidas de tama@® x 128. La mejor reconstruccion se
obtuvo usando los momentos Armonicos Seno para [ = 128. Los tiempos de
coOmputo para el conjunto Bessel fue de 22 hrs aproximad&mnen

En la Fig.3.17 se muestran los resultados de reconstrucgGmagenes de56
x 256 px usando momentos Armonicos Seno, Jacobi-Fourier y Bésseier. Nue-
vamente los momentos de Krawtchouk no fueron analizadosl@ebsu limite de
n = | = 96. La grafica de la Fig.3.18 muestra los resultados de caitgiade la
imagen original y las reconstruidas de tam&f6 x 256. La mejor reconstruccion se
obtuvo usando los momentos Armoénicos Seno patal = 256. Otra vez los tiempos
de computo para el conjunto Bessel fue de 22 hrs aproximeaizm

En el siguiente Capitulo se usaran las funciones momeatzadas, en problemas
de fusion de imagenes y clasificacion de objetos. El olyjets establecer las areas de
aplicacion de cada uno de los conjuntos en funcion de leeeti@, exactitud, viabilidad
computacional y tiempos de respuesta.



CAPITULO — 3. RECONSTRUCCON DE IMAGENES 43

A/B|C|D|E F

G H|TI|dJd|K| L

M|N|O|P|Q R

SIT|U| VWX

Y| Z

a)
AB|CID|E|F AB|C|D|E|F
GIH|I|J|K|L GH|TI|J|K|L
M|N|O|P|Q|R M|(N|O|P||Q|R
S|IIT|UI|V(|W[|X S|IT|U|V|I|W|X
Y|Z Y| Z
b) c)

Figura 3.10:Imagenes binarias positivas reconstruidas con momentos dpcobi-Fouier
cona=5,8=4yn=1=19, b) Armbnicos Seno com = [ = 32y c) Krawtchouk con

n=1=32.
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Arménicos Seno

1.0 1 —e-— Krawtchouk 1.000 4

Jacobi

0.995 1
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0.985 1

NIRE

0.980

0.975+

Correlacion

0.970 4
—— Arménicos Seno

*- Krawtchouk
—— Bessel

0.965 4

0.960 4

Figura 3.11Graficas de Error usando como nétrica el a) NIRE y la b) Correlacion. Como
se puede observar, los conjuntos cartesianos de KrawtchoykArm 6nicos Seno logran una

reconstruccion completa.

c)

Figura 3.121méagenes de prueba en escala de gris de tafima) 64 x 64 px, b) 128 = 128

pX, C€) 256 x 256 pX.
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c)

Figura 3.131magenes en escala de gris de tara 64 = 64 px reconstruidas con momentos
a) Armonicos Seno com = | = 64, b) Krawtchouk con p = 0,1, n = [ = 64, c¢) Jacobi-
Fouriercona = =6yn =1=20yd)Besselcom =1 =35y v = 1. Las imagenes c) y

d) son el resultado de ecualizar su histograma.

1.0 ._.-0‘0-0-0-“"""""
»".‘ !
0.9 4 e ;
1 T el ‘s ‘
0.8 4 :::3:',';. 0:0'018:3.0:0 ‘0 'e:0:0 c\..". ,.,. :
o i ‘e o i
11 o I | I
R ! ! 2 e, !
07 \ T A N :
-, i ; ,. .-0 i
o
g 0.6 : : '.l :
o ] i i S i
o )
& 054 ! 4 ;
o | ‘ oF i
5 04 ‘ A ‘
o .4 - 1 ‘..' ! 1
o 1 ! oo ! i
0.3 oo i i
A ! . :
1 o ' =—e— Jacobi i
0.2 - s ‘ !
: o ! ! —— Bessel i
E ¢ ra N !
o /." i i =——e— Armoénicos Seno i
1 i i
& i i —— Krawtchouk i
I | I
00 T T I‘ T T T ; T T T T T T T T T — 1

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

Orden n

Figura 3.14Gréfica de correlacbn de imagenes original y reconstridas en escala de gris

con tamaio de64 = 64 pX.
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Figura 3.15:1magenes en escala de gris de tarfia 128 = 128 px reconstruidas con mo-
mentos a) Armonicos Seno com = [ = 128, b) Jacobi-Fouriercona = =4yn =1=21

y c)Bessel com = [ = 47.
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—e— Bessel

0.60 < —e— Armonicos Seno

0.55 I‘ T T ‘I T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Figura 3.16Grafica de correlacbn de imagenes a escala de gris con tariia de 128 = 128

pX.
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Figura 3.17:Imé&genes en escala de gris de tarfia 256 = 256 px reconstruidas con mo-
mentos a) Armonicos Seno com = [ = 256, b) Jacobi-Fouriercona = g =4yn=1=21

y ¢) Bessel com = [ = 50.
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Figura 3.18Gr afica de correlacbn de imagenes original y reconstruida en escala de grises

con tamafo de256 z 256 px.

3.7. Conclusiones

Se evalub la capacidad de descripcion de los momento®ions Seno, Krawt-
chouk, Jacobi-Fourier y Bessel-Fourier en imagenes lingren escala de gris, para
tamafos d&”, n = 5.,8.

Se mostr6 que el funcionamiento de cada conjunto depensiasdgarametros par-
ticulares. La solucion propuesta para la determinacéasios parametros fue usando
algoritmos genéticos, la cual garantiza la mejor recanston. Un parametro en coman
en todos los conjuntos es el umbral adecuado para la bingnzde imagenes. Este
altimo se determin6 usando el método de la bUusquedaldotas métricas de evalua-
cion de reconstruccion fueron el NIRE vy la correlaciotrema imagen original y la
reconstruida.

Para el caso binario, las graficas de error y correlacidagleiguras 3.9y 3.11 nos
muestran que los momentos cartesianos logran recupet@f @ de la informacion
usando un orden de reconstruccion igual al tamafio de lgemad_a reconstruccion de
imagenes en niveles de gris a partir de momentos Armor8eo® fue alcanzada en
todos los tamaios y con un orden igual al tamafo de la imageno se mostro en
las Fig.3.13, 3.15y 3.17. La reconstruccion de estaseéméga partir de momentos de
Krawtchouk so6lo fue posible para el tamafiotder 64, debido a una limitante en el
ordenn = [ = 96.
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Capitulo 4

Aplicaciones para el reconocimiento de
patrones y fusbn de imagenes

4.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es dar una nocion de la apbogeractica de los mo-
mentos ortogonales. Se analizan dos problemas: la fugGmagenes digitales con
defoco y la clasificacion de objetos degradados por ruidssgjano. La fusion de
imagenes se lleva a cabo en el espacio de las funciones nmmende se encuen-
tra representada una imagen en términos de sus frecaermiaponentes. Mientras
que la clasificacion de objetos hace uso de los de des@gitovariantes a la rotacion
y escalamiento de la imagen.

En cualquier caso, es importante tener en cuenta sus liontes Alta sensitividad
al error de segmentacion, especialmente en los momentlgodarden y con los mo-
mentos de bajo orden, que estan relacionados con susargsacas globales, se tienen
implicaciones negativas sobre imagenes con oclusiongdmo uniforme [1].

4.2. Fusbn de Imagenes

La fusion de imagenes digitales es el proceso de combimgiodnas imagenes
en una sola que integre informacion complementaria, tadocorillas o regiones de
interés, de cada una de las imagenes de entrada. Diclie fesifrecuentemente re-
querida para imagenes obtenidas en diferentes modadidatécnicas de captura de
una misma escena u objetos. Por lo que, el objetivo de larfles hacer que muchas
caracteristicas surjan en la nueva imagen para progaitpercepcion visual humana
y procesamiento por computadora [2].

51
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Entre los métodos mas simples para la fusion de imagememcuentran el pro-
medio y el maximo valor pixel a pixel de dos imagenesoRgmprimero fusiona las
imagenes con una reduccion en el contraste y el segundmlirte artefactos en la
imagen de salida. Se propone la fusion de imagenes usaodentos, el cual es un
método general en el que fusionando los coeficientes bajoagita de fusion especifica
y después calculando la inversa de los coeficientes yarnfadas, resulta en una me-
jor preservacion tanto de orillas como de informacion ptementaria de los objetos u
escenas de las imagenes de entrada en la nueva imageratission

4.2.1. Fusbon usando momentos Arndnicos Seno

SeanA(i, j) y B(i,j) dos imagenes digitales cuyos momentos armonicos seno
mA(i, j) y mB(i, j) respectivamente, estan dados por la Ec.3.2.12. La redlssiten
consiste en la suma de los valores momento como,

mC(i,7) = mA(i,j) + mB(i,7) (4.2.1)

Partiendo de los momentos ya fusionados mC(i,j), se calaukaconstruccion de
la imagenC'(, j) usando la Ec. 3.3.1. Este proceso se muestra esquematieasnda
Figura 4.1.

En la Figura 4.2 se muestran dos imagenes de prueba ensietgis para evaluar
la eficiencia de los momentos Armoénicos Seno en la fusiGmédgenes y en la Figura
4.3 los resultados.

Para el caso de imagenes a color, se realizd una trangfianmmael espacio Rojo-
Verde-Azul (RGB) al espacio Tono-Saturacion-Intensiftd81) descrito en el Apéndi-
ce D. Se fusionaron solo los canales de Intensidad usanalgaitmo de la Figura
4.4. Los resultados de fusion se muestran en la Figura 4rioGe puede observar, el
método es capaz de extraer las altas frecuencias, pera desventaja de la alteracion
del tono en la imagen de salida.
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Imagenes a
fusionar

Momentos

Imagen Momentos
Fusionada Fusionados

e
g -
e

Figura 4.1:Esquema de fusbn de imagenes usando funciones momento Seno.
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a) b)

Figura 4.2:Imagenes de entrada con el objeto enfocado en el a)primer plaryob) en el

segundo plano.

Figura 4.3:Resultado de la fusbn de imagenes usando como iagenes de entrada las de

la Figura 4.2. Se calcub la frecuencia espacial FS=8.548 para evaluar la fu.
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)

Figura 4.5Fusion de imagenes a Color, en los incisos (a) y (b) se muestran difereatpar-
tes enfocadas de las idgenes y ¢) Fugin de las dos inagenes usando momentos aramicos

seno.
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4.2.2. Fusbnde imagenes usando momentos Jacobi-Fourier, Bessel-

Fourier y Krawtchouk

Seal una imagen de tamailtd X N, con M = 2P, divida en2PX2P bloques cua-
drados, para = 0, 1,2, ... nUumero de particiones sobre la imagen. Si una imagen es
particionada ep = 1, entonces, el nUmero de renglones y columnas quedariaiiddiv
en2' = 2, formando asi4 bloques cuadradog para; = 1,2, 3,4, como se ve en la
Figura4.6.

Figura 4.6:magen I de tamafio M XN dividida en 4 bloques de tamdio & X &'

Una vez particionadas las imagenes de entidda/2 por la ecuacion de los mo-
mentos, podemos calcular sus momemtds ; y m/2;, de cada uno de los bloqués;
e I2;, con el objetivo de sumar los bloques de momentos como,

ml; = mIl; +ml2; (4.2.2)

dondem; son los bloques de momentos de las imagenes ya fusionautas,se
muestra en la Figura 4.7.

Como se observo en el Capitulo anterior, el orden de réwmtson maximo para
los momentos de Jacobi-Fourier, Bessel-Fourier y Krawtkles menor &6. Por lo
tanto, la fusiobn de imagenes usando estos conjuntosarendie imagenes con tamafnos
menores &6. Usando el algoritmo de division en bloques, la imagea particionada
en bloques menores al orden maximo de reconstruccion dte aajunto. Con ello,
sera posible realizar la fusibn usando momentos caneside Krawtchouk y momen-
tos circulares de Jacobi-Fourier y Bessel-Fourier.
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Imagenes a
g. Momentos
fusionar

11, 12

Imagen Momentos
Fusionada Fusionados

Figura 4.7:.Esquema de fusbn de imagenes usando funciones momento.
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Fusion de imagenes usando momentos Bessel-Fourier

La fusibn de imagenes a partir de los momentos de Besselefppresenta rui-
do periédico que reduce la visibilidad o el contraste emlagen fusionada, como se
puede ver en la Figura 4.8a. Por lo anterior, se filtraronrt@ayenes en el dominio
de Fourier con un filtro pasabajas de radio variable, Figdi@ls y c, y los resultados
del filtraje se muestran en la Figura 4.8d. Como se puedeatysar las Figuras 4.9y
4.10, la fusibn es dependiente del nUmero de particionda enagen y del orden de
los momentos.

Fusion de imagenes usando momentos Jacobi-Fourier

Para el caso de la fusibn de imagenes a partir de momentdascdei-Fourier, se
muestran los resultados en la Figura 4.11. Los tiempos upeto para altos 6rdenes
son de aproximadamente 1 hr. La elecciorede o = [ < 4 esta determinada por el
analisis grafico del Capitutn

Fusion de imagenes usando momentos Krawtchouk

Los resultados de fusion de imagenes usando momentesieants de Krawtchouk
se muestran en la Figura 4.12. A diferencia de los conjumtsriares, éstos soblo
dependen del nUmero de particiones. El ordeate reconstruccion de los momentos
esta determinado por,

n=—. (4.2.3)
p

dondeM x M es el tamafio de la imagenpyes el nUmero de particiones. En la
Figura 4.13 se tienen una comparacion de la fusion de emégcon los conjuntos
estudiados.
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c) d)

Figura 4.8 Filtraje frecuencial de la imagen a) fusionada usando 128 pticiones y orden
n = 2. b) Espectro de Fourier de laimagen a), ¢) filtraje pasabajadonde ©lo se dejan pa-
sar las frecuencias que eén dentro del circulo azul. d) Transformada inversa de Fourer
de d). En este nétodo existe una alta dependencia del radio del circulo tanibn llamado

frecuencia de corte.
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FE=3.735 FE=5.427
a) b)

FE=6.042 FE=7.704
c) d)

Figura 4.9:Fusion de imagenes usando momentos de Bessel-Fourier de orden= 1y
especier = 1 cambiando el mimero de particiones a)32, b)64, ¢)128 y d)256. La frecuerci

espacial como medida del contraste da como el mejor resultadde fusbn a la imagen d).
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FE=7.718
a) b)

FE=8.139 FE=8.139
c) d)

Figura 4.10Fusion de imagenes usando momentos de Bessel-Fourier coiimero de par-
ticibn p = 256 y cambiando el orden a)2, b)4, c)8 y d)16. La frecuencia espat como

medida del contraste da como el mejor resultado de fuén a las imagenes c) y d).
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FE=5.61
a) b)

FE=6.427 FE=8.573
c) d)

Figura 4.11:Fusion de imagenes usando momentos de Jacobi-Fourier can = 3 = 2,
ordenesn = [ = 2y particiones de a)32, b)64, ¢)128 y d)256. Al igual que Bessa mejor

fusion d) se obtuvo cor256 particiones.
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FE=8.869 FE=8.869

FE=8.869 FE=8.869
c) d)

Figura 4.12Fusion de imagenes usando momentos de Krawtchouk con particionesa)8,
b)16, ¢)32 y d)64. De acuerdo a la Ec. 4.2.3 existe una equiatia entre el mimero de

particiones y orden. Radn por la cual, los resultados de fugin fueron igual.
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FE=8.573 FE=7.79

FE=8.548 FE=8.869
c) d)

Figura 4.13Fusion de imagenes usando momentos de a)Jacobi-Fourier cen= 3 = 2y
ordenesn = [ = 2y 256 particiones, b) Bessel-Fourier con = 1, érdenesn = | = 2'y 256
particiones c) Armonicos Seno cordrdenesn = [ = 512 y 0 particiones, d) Krawtchouk
conp = 1y o6rdenesn = [ = 32y 8 particiones. Como se puede observar, la fush con una
mayor frecuencia espacial se logr usando los momentos de Krawtchouk. Esto es debido,

a la propiedad de ortogonalidad discreta en el espacio de lanagen.
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4.2.3. Frecuencia espacial

Seaf(x,y) unaimagen de Mk N pixeles, para la cual las frecuencias renglon (FR)
y columna (FC) estan definidas como,

1 M—-1N—
FR= |55 > Z (z,y —1)]2, (4.2.4)
z=0 y=1
y
M—-1N-1
FC:\MN;% (x,y) — flx —1,y)]% (4.2.5)

La frecuencia espacial total es entonces,

FE =+/(FR)? + (FC)2. (4.2.6)

La frecuencia espacial es una medida del nivel de activolatieén una imagen.

4.3. Clasificacon de objetos

Los algortimos de clasificacion de objetos analizados ensescion, estan basados
en la matriz de momentos de una imagen digital [3]. Con los emias de bajo orden
se obtiene la informacion de la forma global de los objefamforme se incrementa el
orden de los momentos, se suma informacion de los detAlleattir de esta matriz es
posible generar descriptores de imagenes que podranmsgacados con un vector de
referencia que permita determinar la clase a la cual pex¢egieobjeto.

4.3.1. Medida de la capacidad de descripgn de los momentos

La seleccion de los descriptores es un paso crucial en daalkjstema de reco-
nocimiento de formas. Los descriptores que recuperan @spglobales de un objeto
son a menudo sensibles al ruido. Es importante disefiaeg@ioentos de alto rango
de discriminacion de tal forma que la varianza intraclasepsgjueia y la separacion
entre clase sea grande. Shen [4] desarrolld una medidéndisatoria para dos clases,
para encontrar la maxima separacion dada por,

Q[ A, C1,C3) = [0(Cy, [Aul) + o(C3, | Au)] = |1(CF [An]) = (T3, [ Al ),
(4.3.1)
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la cual puede diferenciar entre las= 1, 2 clases de objetos can;j elementos, para
i=1,..,£yj=1,.. ¢ Elvalor de la medig para los invariantek g| AS)| esta dado
por,

_ 21:1 lOQMSz‘

(AL - , (4.3.2)
y la desviacion estandares,
' [log| Au(JAS|)? ' log|%|)?
UOASZ):\/ZS_J A5 (DeslonlGl? (g

Se uso elogaritmodel modulo de los momentos para reducir el rango dinamico,
asi como los indicese j se usan para enumerar un conjunto de imagenes de prueba, en
algunos casos ambos pueden ser cambiados reciproca@entel. fin de establecer el
criterio de seleccion, se propone al valor numérico irganhas grande que torme Con
lo que se indica que los discriminantes | se han encontrado adecuados para clasificar
entre las dos clases de formas. En otras palabras, cdaedogrande el descriptor
correspondientéAS,| garantizara la diferencia entre las dos clases de objeses a
clasificados. Esto es evidente tal que no todas las caisttias son seleccionadas.
So6lo algunas alcanzan los valores discriminantes paeldacgon. Consecuentemente,
una evaluacion del conjunto de caracteristicas disnantes se lleva a cabo usando
el método de clasificacion de la distancia minima. El eotg se denota compA¥|
parak = 1,2, ...x, dondey es el nUmero de discriminantes seleccionados, los cuales s
derivan de los momentos invariantes circulares, estudiadteriormente.

Para comparar la eficacia de los momentos se establece Eomotamo| A%
para los discriminantes Armonicos Seno seleccionddés, 3)¥,| para Jacobi-Fourier
Genéricos|K* | para Krawtchouk yBF,| para Bessel-Fourier, donde el nUmgrmma
diferentes valores de acuerdo con el conjunto selecciorzalta clase de imagenes de

prueba se representa por un vector media seleccioddddia”, . ; k = 1,2,....,x Y

por un vector varianza seleccionadarianza¥,  ; k = 1,2, ..., x.

Los vectores media y varianza estan definidos como,
1< .
Medialglase = g Z |Alr€zl(ima’genzclase)|7 (434)
i=1
1< |

Varianzalzlase = g Z[|Ail(ima’genlclase)| - Medialglase]zv (435)

1=1

donde| A%, | son los discriminantes seleccionados del conjunto deidis@ntes
|A,;| para la i-ésima imagen. Cuando un objeto desconocido atinnveiscriminante
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X = X}, es clasificado, se realiza la correlacion con un vector dergeoresD = A,
dados por el mapa Q. Definida como,

i (X — Media% )(D{s¢ — mediaF,,,.) (4.3.6)
. _ ) 3.
X,D £ (Vam'anza’;()(Vam’anzalf.las@)

Entonces el objeto desconocidoes clasificado dentro de la clase la cual satisface
la condicion de la distancia minima,

d(X, D, k) = ming.s.d(X, clase, k). (4.3.7)

4.3.2. Clasificacbn de imagenes binarias

En la Figura 4.14 se muestra un conjunto de 7 imagenes déapnpsara el reco-
nocimiento y la clasificacion usando momentos. Las imageaon binarias de tamafio
200 x 200. Se generaron versiones rotadas de las originales usaadmsa mecanica
y se capturaron con una camara CCD. Lo anterior, con elggitys de probar la inva-
riancia a la rotacion y la robustez al ruido. Ejemplos der#sgenes distorsionadas se
muestran en la Figura 4.15

Figura 4.14Conjunto de imagenes de prueba.

Se evallo la capacidad de descripcion de los momentoscdbideourier, Bessel-
Fourier, Armonicos Seno y Krawtchouk y los resultados sestran en la Figura 4.16.
Los resultados de clasificacion de la Figura 4.17 nos maregtre los conjuntos Jacobi
y Seno logran clasificar al 100 % usanklo= 10 y & = 20 descriptores, respectiva-
mente. Asi como los descriptores Bessel-Fourier que togasificar al 95 % usando
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Figura 4.15:Conjunto de imagenes de la Figura 4.14 rotadas con una base nagica y

capturadas con una @mara digital.

k = 17 descriptores. Por el contrario, los momentos de Krawtcledld alcanzan el
50 % usanda@ = 20 descriptores, debido a su analisis local, Figura 4.19.
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Figura 4.16Medida de la capacidad de descripdin de los momentos de a) Jacobi-Fourier,

b) Bessel-Fourier, ¢) Armbnicos Seno y d) Krawtchouk.
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Figura 4.17Gréfica de clasificaddn de los objetos de la Figura 4.15 usando los descripto-

res de Jacobi-Fourier, Bessel-Fourier y Arndnicos Seno.
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Figura 4.18:Grafica de clasificaddn de los objetos de la Figura 4.15 usando momentos

cartesianos discretos de Krawtchouk.
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= Imagen 1 ® Imagen1
® Imagen 2 @ Imagen 2
A Imagen 3 A Imagen 3
4 Imagen 4 4 Imagen 4

Imagen § Imagen 5
® Imagen 6 * Imagen 6
» Imagen7 » Imagen 7

a 6.1
a) b)

Imagen 1 = |magen 1
Imagen 2 ® Imagen 2
Imagen 3 4 Imagen 3
Imagen 4 4 Imagen 4
Imagen 5 Imagen 5
Imagen 6 * Imagen 6
Imagen 7 » Imagen 7

c) d)

Figura 4.19Espacio de descriptores de a) Jacobi-Fourier, b) Bessel-&der, c)Arm 6nicos

Seno y d) Krawtchouk.
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4.4. Conclusiones

Se analizo la efectividad de los momentos en aplicacioed=udion de imagenes
y Clasificacion de objetos. La primera tarea se llevo a cabel plano cartesiano de la
imagen, mientras que la segunda en un dominio circular.

En el caso de la fusibn de imagenes, se implementb comalenedé contraste a
la frecuencia espacial. Los resultados de la Figura 4.13trareque los momentos de
Krawtchouk son los mas adecuados por la propiedad de aratigad discreta en el
espacio de laimagen. Ademas de que no depende la eficientd@aeconstruccion de
parametros tales como el nUmero de particiones o el ordeaabnstruccion, como se
mostr6 en la Figura 4.12.

El porcentaje de clasificacion mide la efectividad de losmaotos como descrip-
tores de formas. Las graficas de la Figura 4.17 y 4.18 nostranegue los conjuntos
Jacobi y Bessel logran clasificar al 60 % y 70 % usahdo 12 y k = 20 descriptores,
respectivamente. No importando los cambios en la origimiagiruido en las image-
nes capturadas. Los descriptores Armonicos seno log@asificar al 39 % usando
k = 20 descriptores y los momentos de Krawtchouk sb6lo alcanzd8 & usando
k = 14 descriptores, debido a su analisis local, Figura 4.19.
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Capitulo 5

Conclusiones Generales

A lo largo de esta Tesis se analizaron diferentes funciormsento, en terminos
de sus propiedades matematicas, viabilidad computdgic@raas de aplicacion. En la
Tabla 5.1 resumimos las caracteristicas mas relevaet&sdonjuntos analizados en
el Capitulo 2.

Con los conjuntos anteriores, se implementaron algoritpama el calculo de los
momentos y a partir de ellos su reconstruccion. La tareadanstruccion por si mis-
ma tiene aplicaciones en la codificacion de informaci@rpgambién es un método
adecuado para medir el poder de descripcion de las furcmpenento. En el Capitulo
3 se analizb la reconstruccion de imagenes binarias pealade gris, y con cambios
en la resolucion espacial. Los resultados estan reswmeidda Tabla 5.2.

Una de las areas de aplicacion analizadas fue la de fugGmagenes. Solo los
momentos Armonicos Seno generaron un espacio de momenuiasal tamafio de la
imagen. Para los conjuntos restantes no fue posible paoguieimpos de computo eran
muy grandes o bien por las altas vibraciones de los polinepéwa 6érdenes grandes
n. Por ello, se decidi6 dividir la imagen en subimagenes pgermitieran la fusion en
el espacio de momentos. Los resultados se resumen en laS8blaa fusion con
una mayor frecuencia espacial se logré usando los momdatisawtchouk. Esto es
debido, a la propiedad de ortogonalidad discreta en el esplacla imagen. Por lo
anterior, como trabajo a futuro se pretende ortonormalasbases estudiadas en un
dominio discreto.
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Resolucion 32X32 px
Funciones 1 bit
momento

64X64 px
8 bits

128X128 px

8 bits

256X256 px
8 bits

Orden=32 Orden=64 Orden=128 Orden=256
Arménicos Seno NIRE= O NIRE= 0.1 NIRE= 0.05 NIRE= 0.1
Tiempo= 1.5s Tiempo= 2s Tiempo= 4.6s Tiempo= 10s
Orden=32 Orden=64
Krawtchouk NIRE= O NIRE= O X X
Tiempo= 2.3s Tiempo= 3.2s
Orden=32 Orden=20 Orden=21 Orden=21
Jacobi-Fourier NIRE= 0.03 NIRE= 0.17 NIRE= 0.13 NIRE= 0.13
Tiempo= 524s Tiempo= 1803s | Tiempo= 5811s | Tiempo= 7001s
Orden=32 Orden=35 Orden=47 Orden=50
Bessel-Fourier NIRE= O NIRE= 0.18 NIRE= 0.15 NIRE= 0.15
Tiempo= 632s Tiempo= 1983s Tiempo= 6881 Tiempo= 8559

Figura 5.2:Analisis de la reconstruccdn de imagenes.

77

Frecuencia
espacial

Momentos Particiones

AGUSEEE 1 256 8.548
Seno
Krawtchouk 8 64 8.869
Vel 256 2 8.573
Fourier
Bessel- 256 2 8.139
Fourier

Figura 5.3:Analisis de la fusbn de imagenes.
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Los mejores resultados de clasificacion de la Tabla 5.4bsevi@ron con los mo-
mentos de Bessel-Fourier, en la grafica de la Figura 4.17usstna que éstos logran
clasificar al 70 % usande = 20 momentos. Ademas de que muestran una estabilidad
al aumentar el nUmero de descriptores. Las razones sormvataincia a la rotacion,
la ortogonalidad de su base y la robustez al ruido. Por efaonat los momentos de
Krawtchouk solo alcanzan el 18 % de clasificacion, debida analisis local. Es por
ello, que en un futuro se busca derivar invariantes a patioslmomentos cartesianos
de Krawtchouk y armonicos seno.

Porcentaje
Momentos  Muestras  Clases de
Clasificacion

No.
Descriptores

Jacobi-
Fourier
Bessel-
Fourier
Armonicos
Seno

Krawtchouk

Figura 5.4:Resultados de clasificaéin de objetos.

Una de las desventajas en todos los algoritmos para esenaél procesamiento de
imagenes es el tiempo de computo, razon por la cual seemmitaran los momentos
estudiados en tarjetas graficas GPU que lleven a cabo edgaiento paralelo de los
datos.



Apendice A

Algoritmos Geneticos

Los Algoritmos Genéticos (AGs) son métodos adaptativesgueden usarse para
resolver problemas de busqueda y optimizacion. Estaadms en el proceso genético
de los organismos vivos.

La representacion apropiada, y los operadores; son urdessoninante en la con-
ducta de los Algoritmos Genéticos. Con frecuencia, puedsisnamente dificil de en-
contrar una representacion que respeta la estructurapiatie de busqueda, también
es dificil encontrar operadores que sean coherentesiyigrgs, segin las propiedades
del problema.

La seleccion se realiza comparando cada individuo de lapidin a travées de una
funcion de aptitud. Cada cromosoma tiene un valor asoageocorresponde a una
funcion de aptitud. La aptitud debe de corresponder a |lmiae#n de un candidato,
para ver si es una buena solucion. La seleccion puedeaadapiara buscar los indi-
viduos mas aptos, ya sea buscando los valores maximosimaside un problema de
optimizacion. Una vez que se ha definido apropiadamengpladuccion y la funcion
de aptitud, el algoritmo genético evoluciona segln stueitra basica. Empieza ge-
nerando una poblacion inicial de cromosomas. La pobtedébe de ofrecer una gran
diversidad de material genético. Generalmente, la p@bidnicial se genera al azar.

En la Figura A.1 se muestra de forma general un AlgoritmoeBen simple.
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Generacion de

la poblacion
inicial

N7

Evaluacion de
la funcion de
adaptacion

N

Seleccion de
los individuos
a reproducir

N

Mutacion

N7

Insercion de
los hijos a la
poblacidn

APENDICE A. ALGORITMOS GENETICOS

Repetir
hasta que se
cumpla el
criterio de
terminacion

Figura A.1:Algoritmo Genético Simple.



Apéendice B

Meéetodo de lusqueda de la secon de
oro

Este método requiere que la funcion sea de una sola vasialilimodal. Si el rango
de incertidumbre original es < X < b°, al cual se le denotara por[g°], el proceso
reduce este intervalo en cada evaluacion, en un valorauiest

Este valor constante, se calcula de la siquiente manerdaS3easima iteracion,
con el rango de incretidumbfe®, v*] y los puntos a examinaX} y X. Entonces,

_xk
XE—at o

e i V" (B.0.1)
De esta relacion se establece que,
Xy —d" = v XP (B.0.2)
XF—af = vhXE (B.0.3)

Si se supone que es esta minimizando la fungiéX), entonces, sif(X}) >
f(XT), se elimina del analisis el rang& 5, b*]. De otra manera es decir $i) < X% se
eliminala®, X}]. En el primer casg (X5) > f(XT) se tiene que los nuevos extremos
del rango de incretidumbre son,

bk—l—l _ Xk

— 422
ak—l—l _ ak
Xéﬂ-i-l — Xf

81
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La constante de reduccienquedaria definida por,

Xf“ —aF Xf —aF X§ —aF

- = = B.0.4
’ X —ab Xk — ab bk — ak ( )
Tomando B.0.2, B.0.3y B.0.4 se tiene,
XF—ak =bF — XF + b — af = — o — (X5 — )
o}
Xf—ak bk —aF Xg—ak
Xk—ak = Xk _qk - <X§—ak)’
es decir,
XF—ab 1
174 _ 2 (B.0.5)

Xy —ad T

Pero de B.0.4 se tiene que B.0.5 puede escribirse como,
T = % -1,
0 sea
24+7-1=0.
La solucion de esta ecuacion genera el siguiente valofde 0),

7= Y51 ~ 0,618




Apendice C

Ecualizacion del histograma

Histograma

El histograma de una imagen es una funcion discreta quesepta el nUmero de
pixeles en la imagen en funcion de los niveles de intensigldda probabilidadP(g)
de ocurrencia de un determinado niyede define como,

P(g) = —2 (C.0.1)

dondeM es el nUmero de pixeles de la imageVyg) es el nUmero de pixeles
en el nivel de intensidag. Como con cualquier distribucion de probabilidad todas lo
valores deP(g) son menores o iguales qug la suma de todos los valores H#ég) es 1.
Ecualizacion del Histograma

Con la ecualizacion conseguimos obtener un histogransaimitorme, distribuyéndo-
se las gamas de tonos que mas aparecen por todo el histogistméogra un aumento
del contraste en ciertas zonas de la imagen, resaltanditedejae antes no se veia.
En la Figura C.1 se puede ver, el contraste es mejorado abdisuniformemente los
niveles de gris.

A partir de la Ec. C.0.1 se obtiene la funcion de probahilideumulada, dada por,

T(f) =S, =Y P() (C.0.2)

Jj=0

La ecuacion de histograma esta dada por la transformacio
fe=T71(Sy) (C.0.3)
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dondef es la imagen de entradafy es la imagen ecualizada.

3500
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Frecuencia
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500-J
0

T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

niveles de gris

b)

3500
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2500
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1500

Frecuencia

1000

500 ~

0

niveles de gris

C) d)

Figura C.1:a) Imagen Original, b) Histograma de (a), ¢) Imagen Ecualizda y

d)Histograma Ecualizado de (c).



Apeéendice D
Modelo HSI

Un modelo o espacio de color nos indica la manera en que un estid definido.
En el modelo RGB, cada color aparece en sus componentesratggeprimarios rojo,
verde y azul. Este modelo esta basado en un sistema de nadedecartesianas.
En el modelo HSI los colores se distinguen unos de otros poorsy, intensidad y
saturacion. El tono esta asociado con la longitud de ondarthnte en una mezcla de
ondas luminosas, la intensidad representa la ilumingoévoibida y la saturacion se
refiere a la cantidad de luz blanca mezclada con el color dowmtenes un atributo que
nos diferencia un color intenso o palido.

Modelo RGB

En el modelo RGB cada color aparece en sus componentesresggegrimarios:
rojo, verde y azul como se muestra en la Figura D.1 incisote. flisdelo esta basado
en el sistema de coordenadas cartesianas. El subespaacitodele interés es el te-
traedro mostrado en la Figura D.1 inciso b. En el cual losresl®®GB estan en tres
vértices; cian, magenta y amarillo se sitlan en otrosvéeesces, el negro corresponde
al origen y el blanco en el vértice mas alejado del origen.

Verde Amarillo

Rojo
Azul Magenta

a) b)

Figura D.1:a) Modelo RGB y b) Tetraedro de color RGB.
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En la Figura D.2 se muestra un ejemplo de la descomposieidimd imagen en los
tres canales (RGB).

a)
b) c) d)

Figura D.2:a) Imagen original descompuesta en los tres canales (RGB), Banal Rojo, c)

Canal Verde y d) Canal azul.
Modelo HSI

El modelo de color HSI debe su utilidad a dos hechos fundaatemntPrimero la
componente de intensidad |, se puede separar de la infameei color de la ima-
gen, el segundo a las componentes del matiz y saturacian sgtmamente relacio-
nadas con el modo en que los humanos perciben el color. Estasgaristicas hacen
del modelo HSI una herramienta ideal para desarrollar #ihgos de procesamiento de
imagenes basados en alguna de las sensaciones de colstatabsvisual humano.

En la Figura D.3 se muestra un ejemplo de la descomposieiamd imagen en el
modelo HSI.
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c) d)

Figura D.3:a) Imagen original, b) Hue, c)Saturacon y d) Intensidad.

Conversion de RGB a HSI

Los colores en el modelo HSI se definen con respecto a losegatmrmalizados
de rojo, verde y azul, dados en terminos de los colores piosRGB por,

R

"SRG B (00
G

T Ewe (D.0.2)
B

SRy (003

donde,
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r+g+b=1 (D.0.4)

La componente de Intensidad de HSI se define como,

I=1/3(R+ G+ B) (D.0.5)

cuyos valores estan de 1].

El componentdd se calcula,

3[(R—G) + (R - B)]

H = cos™ [ o (D.0.6)
[(R—=G)*+ (R - B)(G - B)]
El componente de saturacién
S—l—#[mmRGB] (D.0.7)
B (R+B+G) T o

Conversion de HSI a RGB

Para volver de HSI eft), 1], se trata de encontrar la correspondencia de los valores
RGB en el mismo rango.

Para el sector RG{ < H < 120°),
1 Scos H

=3+ oy =) (D.0.8)
g=1—(r+b) (D.0.9)
b:%ﬂ—S) (D.0.10)
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Para el sector GBR0O° < H < 240°),

7’:%(1—5)

Scos H

9=3l+ cos(60° — H)]

b=1—(r+1b)

Para el sector GB{0° < H < 360°),

r=1—(r+b)

N Scos H ]
cos(60° — H)
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Apendice E

Trabajos de Investigacbn
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” Analisis de la capacidad de reconstruccion de imagarngstir de momentos ortogo-
nales,” Centro de Investigaciones en Matematicas (CIM@®Ktubre 2011, Guanajua-
to, México.
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