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Prefacio

La marca de agua ha sido una de las principales dreas de investigacién en la
ocultacién de informacién, en los iltimos anos los métodos de marca de agua han
crecido rédpidamente y estdn siendo propuestos como sistemas que proporcionan
proteccién y seguridad de informacién ttil. Por otra parte, la teoria de momentos ha
surgido en la literatura como una drea de investigacién importante en el procesamiento
de imdgenes para la descripciéon de imdgenes en aplicaciones como la recuperaciéon de
informacién y codificacién.

En este trabajo de tesis se realiza un andlisis de reconstruccién de imdgenes
utilizando el computo de funciones momento basado en polinomios ortogonales
discretos y el Error de Reconstruccién Normalizado(NIRE). De igual forma se propone
un algoritmo para el marcado de agua y encriptacién en imdgenes de gran tamano y
video mediante momentos ortogonales.



Resumen

Se presenta una breve introduccion sobre la teoria de la marca de agua. También, se
realiza el cdlculo de momentos ortogonales mediante conjuntos de polinomios discretos
tales como: Tchebichef, Krawtchouk, Hahn, Meixner, Charlier y Racah. De igual forma
se elabora un andlisis comparativo en términos de reconstruccién de imégenes y errores
de reconstruccién para evaluar la capacidad de descripcién de diferentes conjuntos de
momentos.

Para solucionar algunos problemas como la inestabilidad, precisién numérica y
propagaciéon de error se realizé una simplificacién para el cdlculo de polinomios
ortogonales discretos ademads de la implementacién del proceso de ortonormalizacién
de gram-Schmidt durante el cédlculo. Por otra parte se propuso un algoritmo para
la realizacién del marcado de agua en video y en imédgenes RGB de gran tamaifo y
finalmente se muestran las conclusiones y trabajos a futuro.
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Abstract

A brief introduction on the theory of the watermark is presented. Also, the
calculation of orthogonal moments by sets of polynomials discrete stories such as:
Tchebichef, Krawtchouk, Hahn, Meixner, Charlier and Racah. Likewise, a comparative
analysis is made in terms of reconstruction of images and reconstruction errors for the
ability to describe different sets of moments.

To solve some problems such as instability, numerical precision and error propa-
gation, a simplification was made for the calculation of discrete orthogonal polynomi-
als in addition to the implementation of the gram-Schmidt orthonormalization process
during the calculation. On the other hand, an algorithm for the realization of water-
marking in video and in large RGB images is presented and finally the conclusions and
future works are shown.
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Capitulo 1

Introduccion

Hoy en dia, el envio y recepcién de la informacién de datos digitales a través
de internet son mads frecuentes. Las imagenes digitales, el video y el audio han sido
mejorados de tal forma que pueden ser capturados, almacenados, transmitidos y
manipulados. Esto da lugar a una amplia gama de aplicaciones en la educacién, el
entretenimiento, medios de comunicacion, la fabricacién industrial, la medicina entre
otros campos [1].

Los enfoques creativos para almacenar, acceder y distribuir datos han generado
muchos beneficios para la multimedia digital, principalmente debido a propiedades de
transmisién sin distorsién, almacenamiento compacto y edicién fécil. Desafortunada-
mente, dentro de la comunicacién multimedia digital de libre acceso, también ofrece
oportunidades para llevar acabo robo de material con derechos de autor. Por lo tan-
to, la idea de usar una marca de agua digital para detectar y rastrear violaciones de
derechos de autor ha estimulado un interés significativo entre ingenieros, cientificos,
abogados, artistas y editores, por nombrar algunos. Ademads, la incrustacién de marca
de agua, las operaciones de procesamiento de imédgenes y los ataques criptograficos, se
han vuelto muy activas en los ltimos anos. Por otra parte, las técnicas desarrolladas

han crecido y mejorado de manera significativa [2].

1.1. Antecedentes

El término de marca de agua se deriva de la historia de la fabricacién tradicional
de papel. A finales del siglo XIII aproximadamente en la Edad Media se originé la
industria del papel. Durante sus inicios se utilizaba una fibra himeda, la cual se
presionaba para expulsar el agua y obtener un contraste mejorado entre las areas
con marcas de agua y no marcadas en el papel formando un patrén particular. La

marca de agua se utilizaba por primera vez para registrar la marca del papel de las

José Saitl Rivera Lépez UPT 1



1. Introduccién

fabricas que lo producian para que su autenticidad pudiera ser claramente reconocida
[2].

En 1280, se empez6 a utilizar la marca de agua en Italia con el propésito del
registro de la marca del papel, tecnica vigente al dia de hoy. La marca de agua ha
sido modificada y mejorada con el paso del tiempo, en 1400 comienza los primeros
estdndares de la marca de agua. Se empezé a establecer como marca de agua una
imagen reconocida , esta era un payaso con un sombrero y dos campanas, con la
que cada empresa le agregaba una modificacién notable a la imagen que deberia ser
diferente a los demds. Posteriormente surgieron nuevas técnicas para realizar la marca
de agua en papel, una de las mds utilizadas fue la marca de agua de alambre. En 1559
fue utilizada para marcar diferentes patrones con relieve sobre el papel de manera
similar. En 1672 se registra uno de los primeros libros cientificos de botdnica con
marca de agua con un molde, parecida a la marca de agua de alambre sélo que esta
no presentaba relieves en el papel. En Alemania en 1785, Hauerz muestra una marca
de agua con una imagen de una sombra, la primera imagen de este tipo [3]. Anos
después en 1885 se presenta el primer sobre postal de papeleria en Estados Unidos
mostrando una marca de agua clara sobre papel. Posteriormente en 1953 surge una
nueva forma de realizar el proceso de marca de agua con la invencién de un sistema
electrénico de control de la velocidad, donde se utilizaba un rodillo para realizar la
marca durante la fabricacién del papel, desarrollado por Robert Gladstone. Décadas
mds tarde en 1989, Komatsu y Tominaga propusieron las marcas de agua digitales para
detectar copias ilegales [4]. Codificaron una etiqueta secreta en una copia usando ligeras
modificaciones a la informacién redundante. Cuando la etiqueta coincide con la del
propietario registrado, el proveedor puede asegurarse de que el titular del documento
es la misma persona [5]. Durante todo ese tiempo la marca de agua no tenfa suficiente
importancia, fue hasta en afio de 1990 que la marca de agua gané gran interés a nivel
internacional de tal manera que en 1996 se realizé la primera conferencia internacional
sobre la historia, la funcién y el estudio de marcas de agua que se celebré en Roanoke,
Virginia.

Actualmente, muchos paises marcan su papel, monedas y sellos postales para
dificultar la falsificacién. La digitalizacién de nuestro mundo ha complementado las
marcas de agua tradicionales con formas digitales. Mientras que las marcas de agua
de papel se utilizaron originalmente para diferenciar fabricantes, las marcas de agua
digitales actuales tienen usos mdas amplios, debido a la necesidad legal de proteger la
propiedad intelectual del creador contra el uso no autorizado, la tecnologia de marca
de agua digital intenta reforzar los derechos de autor mediante la incorporacién de un
mensaje digital que puede identificar al creador o destinatarios. Cuando se rompe la

encriptacién, la marca de agua es esencialmente la tecnologia para proteger el contenido
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multimedia no cifrado.

Hoy en dia, se realizan conferencias, talleres y publicaciones en revistas cientificas
sobre marcas de agua, el interés cientifico en el marcado de agua digital ha llamado
rdpidamente la atenciéon de la industria, ya que sus aplicaciones son ampliamente
utilizadas, incluyen proteccién de derechos de autor, etiquetado, monitoreo, proteccién
contra falsificaciones y acceso condicional.

Por otra parte, la marca de agua o incrustacién de informacién estd muy
relacionada con la esteganograffa. El término esteganografia se deriva de las palabras
griegas "oTeyavos "(steganos): cubierto u oculto, y "ypapos "(graphos): escritura. La
esteganografia pretende ocultar la informacién en un medio de tal manera que nadie
excepto el destinatario anticipado sabe la existencia de la informacién. Esto contrasta
con la criptografia, que se centra en hacer que la informacién sea ilegible para cualquier
persona no autorizada [6].

La historia de la esteganografia se remonta a la antigua Grecia, en la época de
Herédoto (484 y el 425 a. C), en la que se registran los ejemplos mds antiguos,
donde el procedimiento de los mensajes ocultos se realizaban de dos formas: el tatuar
la cabeza de un mensajero afeitado esperando que su cabello creciera de nuevo y
luego enviarlo a entregar personalmente el mensaje; el destinatario afeitarfa de nuevo
la cabeza del mensajero para leer el contenido. Otro procedimiento incluyé grabar
mensajes en tabletas de madera y cubrirlas con cera. Durante ese tiempo varios tipos
de esteganografia y criptografia se prosperaron en la antigua India, y en la antigua
China, generales militares y diplométicos ocultaron mensajes secretos en finas hojas de
seda o papel, ejemplo de esto fue la victoria de los chinos contra los mongoles durante
la dinastia Yuan en la que se utilizé una técnica de esteganografia.

En el Festival de Otono, la gente hizo mooncakes (como cubrir objetos) con
un mensaje detallando un plan de ataque dentro (como informacién oculta). Los
mooncakes fueron distribuidos a los miembros para informarles de la revuelta planeada,
que derrocé con éxito el régimen mongol [7]. Tiempo después surgieron nuevas técnicas
de esteganografia, las mds destacadas en el siglo XV, donde el cientifico italiano
Giovanni Battista descubrié cémo esconder un mensaje dentro de un huevo cocido,
el método consistia en preparar una tinta mezclando una onza de sulfato de aluminio
y vinagre, con esto escribia en la cdscara, la solucién penetra en la cdscara porosa y
deja un mensaje en la superficie de la albimina del huevo duro, que sélo se puede leer
si se quita la cascara. Mds tarde en el siglo XVT el alemédn Johannes Trithemius escribié
el primer libro al que titulé "Steganographia", en €l se trataban temas referentes a la
ocultaciéon de mensajes.

Durante la segunda guerra mundial fue necesario crear nuevas técnicas de

esteganografia, tal es el caso de la utilizacién de microfilmes o una escritura con signos
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de puntuacién para enviar mensajes (conocido como cédigo morse), pero uno de los
sistemas méds ingeniosos se conoce con el nombre de "Null Cipher"; consiste en enviar
un mensaje, de lo mds comun posible, y elegir cierta parte de él para ocultar el mensaje
un ejemplo es el texto siguiente: " Apparently neutral’s protest is thoroughly discounted
and ignored. Isman hard hit. Blockade issue affects pretext for embargo on by products,
ejecting suets and vegetable 0ils"; si tomamos la segunda letra de cada palabra aparece
el mensaje: "Pershing sails from NYr June i (Pershing zarpa desde Nueva York el 1
de junio)". Otra técnica importante fue empleada a finales de los siglos XIX y XX, en
la cual utilizan sustancias como jugo de limén, leche, vinagre entre otras para escribir
en papel sin que fuera percibido ficilmente a simple vista, poco después esta técnica
se fue perfeccionando utilizando diferentes sustancias hasta dar paso a lo que hoy en
dfa se conoce como tinta invisible [8].

Las tintas invisibles méds conocidas se pueden clasificar en dos categorias:

e Bisicas: son aquellas sustancias con alto contenido en carbono como: leche, orina,
zumo de limén, jugo de naranja, jugo de manzana, jugo de cebolla, solucién azucarada,
miel diluida, coca cola diluida, vino o vinagre, etc, basicamente, al calentar la superficie
donde se escribid, el mensaje reacciona apareciendo en un tono café.

e Sofisticadas: son aquellas donde aparecen tras una reaccién quimica, y otras al
ser expuestas a la luz de cierta longitud de onda.

Finalmente a partir de finales del siglo XX hasta la fecha se ha se logré realizar

proceso relacionados con la esteganografia digitalmente.

1.2. Objetivos

Objetivo general

Desarrollo de un software para la marca de agua en video y en imagenes RGB de
gran tamano mediante momentos ortogonales discretos.
Objetivos particulares

s Estudio y origenes de los polinomios ortogonales discretos.

= Revisién de la teorfa de momentos y su cémputo.

= Realizar un andlisis comparativo de las distintas familias de momentos ortogo-

nales discretos a través de la reconstrucciéon de imdgenes en color.

» Reducir los errores inherentes de los momentos ortogonales en imégenes de gran

tamano.
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s Desarrollo de un algoritmo para la marca de agua en imagenes en video.

= Desarrollo de un algoritmo para la marca de agua en imagenes RGB.

1.3. Estado del arte

La marca de agua digital ha sido una de las principales dreas de investigaciéon en
la ocultacién de la informacién debido a su capacidad para garantizar la integridad,
autoridad y autenticidad de las obras multimedia, se ha propuesto como un posible
sistema que proporcione proteccién y seguridad de identificacién imperceptible que
contiene informacién 1til acerca de su propietario o receptor autorizado [9].

En los tltimos anos los métodos de marca de agua han crecido rdpidamente,
actualmente existen articulos y revistas en las que emplean diversas técnicas y aportan
soluciones a algunos problemas de ataques de procesamiento de imdgenes (compresion,
adicién de ruido, recorte, etc.) y algunas distorsiones geométricas (rotacién, es-
calamiento, traslacion, etc) [10]-[13], por ejemplo, los métodos especializados de marca
de agua para tratar las distorsiones geométricas. Estos métodos se pueden clasificar
en esquemas basados en plantillas [15], [16], normalizaciones de imdgenes basadas en
esquemas [17], [18] y esquemas utilizando propiedades invariantes [19]-[24]. Otra forma
de hacer frente a estos problemas es mediante diversos métodos en los que emplean
transformaciones, las m&as conocidas y usadas para la marca de agua son Trans-
formada Discreta de Coseno[20], [26]-[27], Transformacién de Wavelet Discreta[l14],
[28], [29], Transformada de Fourier [30]-[32] , Transformada de Fourier-Mellin [9],
[19], [33]-[37], Transformada armdénica polar [38], la Transformacién de Ridgelet [40],

_[ ,
[47]-[51] y Momentos geométricos [20]-[22],[35], [53]-[62], Momentos Tchebichef [20],
[63], [64], Momentos de Krawtchouk [52], [58]-[60], [63], Momentos de Hahn [25], [39],
[45], [46].

Algunos de los trabajos que han sido propuestos son:

]
]
Momentos armoénicos radiales de Fourier [41], Momentos de Zernike[24], [42]-[44]
]
]

» Ali et al. [14] present6 una transformada discreta Wavelet ¢éptima al valor de
la descomposicién (DWT-SVD) basado en imagen de marca de agua utilizando

el sistema auto adaptativo de evolucién diferencial (SDE).

» Tsung-Han et al. [26] utiliza la transformacién discreta coseno para realizar
la incrustacién de la marca de agua binaria mediante un esquema basado en
las relaciones vecinas de un bloque DCT cuantificado para autenticar datos

comprimidos, tales como imdgenes JPEG.
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» Savelonas et al. [30] emplearon coeficientes de Fourier para el andlisis de
imagen basado en momentos y la transformacién de Fourier fraccional para
la incrustacion de marca de agua. Este enfoque mantiene las ventajas de
las representaciones de dominio espacial y frecuencial, ofrece dos grados de
libertad adicionales asociados con los dngulos fraccionarios de transformacién
de Fourier, mientras que proporciona una mayor deteccién de las marcas de

agua incrustadas.

» Li et al.[38] present6 un esquema de marca de agua de imagen invariante
mediante la introduccién de la transformacién arménica polar (PHT). En primer
lugar, se investigan las propiedades invariables de los PHT y se modifica un
subconjunto de los PHTs exactos de acuerdo con la secuencia de marca de agua

binarias.

» Ren et al. [41] introdujeron los momentos de Fourier arménicos radiales
(RHFM) pertenecientes a la clase de ORIMs. Los RHFMs soportan caracteristi-
cas inherentes como magnitud en varianza, redundancia minima de informacién
y resiliencia al ruido los cuales son esenciales en el desarrollo de esquemas de

marcas de agua invariantes.

Recientemente los momentos y los momentos invariantes han encontrado extensas
aplicaciones en el campo de marca de agua en imagen [53].

Los momentos son descriptores del contenido de una imagen, los cuales tienen
la ventaja de reconstruir completamente la imagen inicial después de incrustar

informacién de marca de agua. Algunos de estos trabajos se describen a continuacién,

» Kim y Lee [24], propuso un patrén de marca de agua de bits se incrusta en la

imagen del host modificando algunos ZMs de bajo orden.

» M.Farzam et al. [49] propuso una técnica de marca de agua basada en
momentos Zernike que divide la imagen dada en anillos concéntricos y la senal de
marca de agua se agrega a los momentos de cada anillo. La imagen de la marca
de agua se obtiene reconstruyendo la imagen a partir de los momentos similares

de los anillos céntricos.

» Hyung Shin Kim et al. [50] propuso un esquema robusto de la marca de
agua usando momentos del Zernike, logrando invariancia a la rotacién tomando

la magnitud de los momentos.

» Farzam y Shirani [51] investigaron el uso de los momentos de Zernike (ZMs)

para el marcado de agua de imagenes multimedia e incorporan la marca de agua
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binaria en sub blocks de la imagen a proteger, sin embargo, sufre de una enorme
carga computacional y mala calidad de las imégenes reconstruidas debido a las

transformaciones inversas de los momentos de Zernike.

Por otra parte, se han realizado trabajos con momentos geométricos,

» Papakostas et al. [53], [59] aplicé momentos de imagen para la insercién
de marca de agua, incluyendo nuevas familias de momentos con capacidades
de descripcién mejorada en comparacién con los momentos de Zernike. La
técnica introducida utiliza un algoritmo genético para optimizar el conjunto de
parametros que influyen significativamente en las propiedades de la localidad

junto con el rendimiento general del procedimiento de marca de agua.

De igual forma inserta una marca de agua en los momentos invariantes de
Krawtchouk significativos de la imagen original y la marca de agua, los momentos
de Krawtchouk son locales, es decir, la marca de agua incrustada afecta solamente
a una porcién seleccionada de la imagen original, que puede ser decidido por el

usuario.

» Alghoniemy y Tewfik [54] son los pioneros en incorporar invariantes de
momentos geométricos para la marca de agua robusta. Utilizaron dos de los
siete momentos invariantes geométricos propuestos por Hu [55] para incorporar
una marca de agua no informativa robusta contra la traslacién, el escalamiento

y rotacién.

» Elshoura et al. [65] examiné el problema de la reconstruccién de la imagen
ruidosa mediante momentos ortogonales, y presenté un estudio comparativo
empirico de los momentos de Tchebichef y Zernike en aplicaciones de marcas

de agua.

» Venkataramana et al. [63] propuso un método de marca de agua robusto RST
que utiliza momentos invariantes de Krawtchouk para la construccién de marca
de agua. La novedad de este método radica en el uso de los momentos invariantes
en la etapa de deteccién, mientras que la insercién se realiza en el espacio de los

momentos y la imagen de marca de agua se calcula mediante reconstruccion.

1.4. Trabajos derivados de la tesis

= Presentacién de cartel en noveno Congreso Internacional de Investigacion, “Re-
construccién de imdgenes biomédicas de color mediante momentos rectangulares

ortogonales discretos clédsicos”.
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s Rivera-Lopez, J. S., & Bello, C. C. “Efficient encryption of image data in video
sequences using discrete orthogonal moments”. In Applications of Digital Image
Processing XL (Vol. 10396, p. 103962Z). International Society for Optics and

Photonics.

= César Camacho-Bello, José. S. Rivera Lopez, “Some computational aspects
of Tchebichef moments for higher orders”, Pattern Recognition Letters, (en

revision).

1.5. Estructura de la tesis

A continuacién se muestra el contenido de este trabajo de tesis estructurado de la
siguiente manera:

Capitulo 2: Se presenta una descripcién sobre la marca de agua y esteganografia
digital, de igual forma se muestra una clasificacién de la marca de agua con base a sus
caracteristicas que tiene y a sus diferentes aplicaciones; a demas, se presentan técnicas
que han sido implementadas para realizar el marcado de agua.

Capitulo 3: Se menciona una breve introduccién de la ecuacién hipergeométrica
para el cdlculo de los polinomios ortogonales cldsicos, la propiedad de la condicién
de ortogonalidad y el cédlculo de los polinomios de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn,
Meixner, Charlier y Racah mediante el uso de relaciones de recurrencia de tres
términos.

Capitulo 4: Se presenta una revisién de la teorfa de momentos y su representacion
matricial, asi como el andlisis de la capacidad de descripcién de los momentos
ortogonales discretos mediante la reconstruccion de imégenes.

Capitulo 5: Se presenta una reduccién de los célculos de los polinomios ortogonales
discretos mediante una relacién de recurrencia de tres términos con la finalidad de
reducir costos computacionales y de eliminar problemas de propagacién de error
numérico durante el uso de férmulas recursivas respecto a n, y se realiza un andlisis
la capacidad de descripcién de los momentos ortogonales discretos mediante la
reconstruccién de imégenes utilizando el cdlculo reducido.

Capitulo 6: Se presenta un nuevo calculo de los polinomios ortogonales discretos
utilizando el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidth con la finalidad de
eliminar la inestabilidad numérica durante el cdlculo de momentos con altos ordenes
conservando la propiedad de ortogonalidad. También, se muestran los algoritmos
para el cémputo de cada familia de polinomios, asi como una comparacién de los
6rdenes y tamanos obtenidos con este nuevo cdlculo. Finalmente se muestra la

capacidad de descripcién del cdlculo de los momentos ortogonales discretos mediante
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la reconstrucciéon de imégenes.

Capitulo 7: Se presenta un nuevo algoritmo para realizar el marcado de agua
en video y su recuperacién mediante momentos ortogonales discretos, ademds se
muestran los resultados obtenidos con el algoritmo propuesto. De igual forma, se
presenta el diseno de una aplicacién de consola para la realizacién del marcado de
agua y recuperacién. Por otra parte, se presenta un nuevo algoritmo que permite
la realizacién del marcado de agua y su recuperaciéon en imdgenes de gran tamano
mediante momentos ortogonales discretos. Finalmente se muestran los resultados
de la marca de agua en imdgenes de gran tamano utilizando diferentes familias de
polinomios.

Capitulo 8: Se presentan las conclusiones generales del trabajo de tesis y el trabajo

a futuro.
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Capitulo 2

Marca de agua digital y

esteganografia

2.1. Introduccioén

La marca de agua y la esteganografia estdn muy relacionadas sin embargo, existen
algunas diferencias entre los dos. La marca de agua principalmente se ocupa de la
autenticacion de la imagen, la informacién incrustada est4 relacionada con un atributo
del portador y transmite informacién adicional. El principal objetivo del canal de
comunicacién es el propio portador, se utiliza a menudo siempre que la imagen esta
disponible para los usuarios que son conscientes de la existencia de la informacién
oculta y pueden intentar eliminarla; mientras que la esteganografia trata de ocultar
datos, los mensajes incrustados normalmente no tienen nada que ver con el portador
que se utiliza simplemente como un mecanismo para transmitir el mensaje; El objetivo
del canal de comunicacién es el mensaje oculto y estdn disefiados para hacer que la

informacién extremadamente importante sea imperceptible para cualquier interceptor.

2.2. Marca de agua digital

La marca de agua puede ser considerada como un diseno impreso en una hoja
de papel durante la produccién y ser utilizada para la identificacién de derechos de
autor. El disefio puede ser un patrén, un logotipo o alguna otra imagen; actualmente
la mayoria de los datos se almacenan y se transmiten en forma digital, por lo tanto es
cada vez mds importante y complicado probar su autenticidad.

Como resultado, la marca de agua digital es un proceso en el cual la informacién
arbitraria se codifica en una imagen de tal manera que sea imperceptible para

los observadores, por tal motivo se ha propuesto como una herramienta adecuada
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para identificar la fuente, el creador, el propietario, el distribuidor o el consumidor
autorizado de un documento o una imagen. [1], [2], asi como para detectar un
documento o una imagen que se ha distribuido o modificado ilegalmente.

Una marca de agua digital, es un patrén de bits insertados. Las marcas de agua
digitales a diferencia de las marcas de agua impresas y visibles, estdn disefiadas para
ser invisibles para los espectadores; los bits incrustados en una imagen se dispersan
por todas partes para evitar la identificacién o modificacién.

Por otra parte, el cifrado es el proceso de ocultar informacién para que sea ilegible
para los observadores sin claves o conocimientos especificos, este metodo se denomina
codificacién de datos. La marca de agua y el cifrado pueden se utilizados para diferentes
propésitos, como lo son la proteccion de derechos de autor, monitoreo de radiodifusién
y autenticacién de datos, por tal motivo debe ser lo suficientemente robusta como para
sobrevivir a la deteccién, compresién y otras operaciones que se pueden aplicar a un
documento. Las caracteristicas que deben presentar son: imperceptibilidad, seguridad,
capacidad y robustez; un sistema de marca de agua ideal debe incrustar gran cantidad
de informacién, pero sin degradacién visible a la imagen original, por tal motivo,
la marca de agua incrustada debe ser robusta a ataques intencionales ( ruido) o no
intencionales (cambio de tamano o compresion).

Muchos investigadores se han centrado en la seguridad y la robustez, pero rara vez
en la capacidad de marca de agua [3], [4]; la seguridad como la robustez son importantes
para que la marca de agua incrustada sea imperceptible e inamovible.

Mediante la inserciéon de la marca de agua es posible clasificarse en tres tipos:
robusta, semifragil y fragil. Una marca de agua robusta estd disenados para soportar
ataques arbitrarios, maliciosos, tales como: escalado de la imagen, flexién, recorte, y la
compresién con pérdidas [5]- [8], se utilizan generalmente para la proteccién de derechos
de autor. Por otra parte una marca semifrdagil es capaz de detectar modificaciones
no autorizadas del contenido, al mismo tiempo que permite algunas operaciones de
procesamiento de imagen [9]; una marca fragil detecta cualquier modificacién no
autorizada.

En general, se pueden integrar marcas de agua en dos tipos de dominios; el dominio
espacial o el dominio frecuencial [6], [10], [12],[13]. En el dominio espacial podemos
reemplazar los pixeles de la imagen original con los pixeles en la imagen con marca
de agua [8], [9] vy en el dominio frecuencial, podemos reemplazar los coeficientes de
una imagen transformada con los pixeles de la imagen con marcas de agua [7], [14].
Las transformaciones del dominio de frecuencia més utilizadas son: la transformada
de coseno discreta, la transformada de Fourier discreta y la transformada de Wavelet
discreta([16], [17]).
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2.3. Esteganografia digital

El propésito de la esteganografia digital es ocultar informacién digital en canales
encubiertos y evitar la deteccién del mensaje oculto. El estegoandlisis, es el arte de
descubrir la existencia de informacién oculta. Un sistema estegoandlitico es capaz de
detectar imédgenes al analizar las diversas caracteristicas de las imédgenes (contienen
mensajes ocultos) y las imdgenes originales (que no contienen mensajes ocultos). La
criptografia es la prictica de codificar un mensaje para evitar que otros lo entiendan,
mientras que la esteganografia es la préactica de ocultar el mensaje para que no
pueda ser descubierto [2]. Para los sistemas digitales esteganograficos, el requisito
fundamental es que la imagen sea perceptualmente indistinguible en la medida en que
no genere sospechas, es decir, la informacién oculta sélo realiza ligeras modificaciones
en el objeto cubierto. En general, los sistemas estegoanaliticos se pueden clasificar en
sistemas del dominio espacial (SDE) y sistemas del dominio de la frecuencia (SDF).
Esta primera clase [18], [19] se utiliza para la comprobacién de imdgenes comprimidas
sin pérdidas mediante el andlisis de las caracteristicas estadisticas del dominio espacial;
las imégenes comprimidas con pérdidas, como archivos JPEG, los SDF se utilizan para
analizar las caracteristicas estadisticas del dominio frecuencial [20], [21]). Westfeld y
Pfitzmann han presentado dos SDF basado en ataques visuales [19]. Un ataque visual
usa ojos humanos para inspeccionar las stegoimdgenes comprobando sus planos de bits
inferiores, mientras que un ataque de chi-cuadrado puede detectar automaticamente
las caracteristicas especificas generadas por la técnica de esteganografia de menor peso

significativo.

2.4. Clasificacién de marca de agua

La marca de agua es una tecnologfa que se ha estado desarrollando mediante
diferentes técnicas que brindan caracteristicas las cuales han permitido utilizar la
marca de agua en diversas aplicaciones. Debido a esto es posible realizar clasificaciones

de la marca de agua como la que se muestra en la Fig.2.1.

2.4.1. Clasificacién de marca de agua basada en sus caracteristicas

De acuerdo con las caracteristicas que presenta una marca de agua han realizado

clasificaciones de la siguiente forma [2]:
= Oculto y no oculto

Las marcas de agua que son consideradas como ocultas son aquellas que no

necesitan acceder a los datos originales sin marca de agua (imagen, audio, video, etc.)
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Clasificacién de marca

de agua digital
|
| |
Basada en Basada en
caracteristicas aplicaciones
| ] [ ]
Ocultoy Perceptible e Proteccién de Autenticaciéon
No oculto Imperceptible derechos de autor de datos
Pablicoy Robustoy Huellas Copia de
Privado Fragil dactilares control
Basada en Dispositivo
caracteristicas de control

Figura 2.1: Clasificacién de la marca de agua.

para realizar la recuperacién de la marca. Mientras que las técnicas de marca de agua
no ocultas, necesitan los datos originales para la extraccién de la marca de agua. En

general, las técnicas ocultas son mds utilizadas en la mayoria de las aplicaciones.
s Perceptible e imperceptible

Las marcas de agua consideradas como perceptible son aquellas en las que la
marca de agua incrustada es visible para todos, por ejemplo, un logotipo insertado
en una imagen. Para tener una marca de agua perceptible y segura debe ser dificil
para eliminar y pueda resistir la falsificaciéon, por el contrario, la marca de agua
imperceptible es aquella que se incrusta mediante sofisticados algoritmos, es invisible

a simple vista. y podria ser extraida.
s Privado y piiblico

Las marcas de agua privadas son aquellas que sélo usuarios autorizados pueden
detectarlas. En otras palabras, las técnicas privadas de marca de agua invierten todos
los esfuerzos para que sea imposible por usuarios no autorizados extraer la marca de
agua a través de una clave publica.

Las técnicas de marca de agua piblicas son aquellas que permiten a cualquiera leer

la marca de agua. Las marcas de agua publicas estdn incrustadas en una ubicacién
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conocida por todos, por lo que el software de deteccién de marcas de agua puede
extraer facilmente la marca de agua escaneando toda la imagen. En general, las técnicas
privadas de marca de agua son mds robustas que las piblicas, en las cuales los atacantes
pueden puede eliminar o destruir facilmente el mensaje una vez que se conoce el
codigo incrustado o en la que cualquier usuario puede leer la marca de agua sin poder

eliminarla.
= Robusto y piiblico

La robustez de la marca de agua explica la capacidad de la marca de agua oculta
para sobrevivir al uso diario legitimo o la manipulacién del procesamiento de imagenes,
como los ataques intencionales o no intencionales. Los ataques intencionales apuntan
a destruir la marca de agua, mientras que los ataques no intencionales no pretenden
modificarlo explicitamente. Para fines de inclusién, las marcas de agua se pueden
clasificar en tres tipos: robusto, semifégil, y fréagil. Las marcas de agua robustas estdn
diseniadas para sobrevivir a modificaciones intencionales (maliciosas) y no intencionales
(no maliciosas) de la imagen [8], [23] - [25]. Las modificaciones intencionales no
amistosas incluyen la eliminacién o alteracién no autorizada de la marca de agua
incrustada y la incorporacién no autorizada de cualquier otra informacién. Las
modificaciones no intencionales incluyen operaciones de procesamiento de imégenes
tales como escalado, recorte, filtrado y compresién. Las marcas de agua robustas
se utilizan generalmente para la proteccién del copyright para declarar la propiedad
intelectual.

Las marcas de agua semifrdgiles estdn disenadas para detectar cualquier modifi-
cacién no autorizada, al mismo tiempo que permite algunas operaciones de proce-
samiento de imdgenes [26]. Se utilizan para la autenticacién selectiva que detecta
la distorsién ilegitima, ignorando las aplicaciones de la distorsién legitima. En
otras palabras, las técnicas de marca de agua semifrdgil pueden discriminar el
procesamiento de imdgenes, el ruido que preserva el contenido, la compresién con
pérdida, el error de bit y el ruido de sal y pimienta.

Para fines de autenticacion, se adoptan marcas de agua fragiles para detectar
cualquier modificacién no autorizada [11], [15], [22], [27], [28]. Las técnicas de marca
de agua fragiles estdn relacionadas con la verificacién completa de la integridad. La
modificaciéon mas leve de la imagen con marca de agua alterard o destruird la marca

de agua fragil.
= Dominio especial y frecuencial

Hay dos dominios de imagen para incrustar marcas de agua: el dominio espacial y

el dominio de frecuencia. En el dominio espacial [1], podemos simplemente insertar

José Saitl Rivera Lépez UPT 20



2. Marca de agua digital y esteganografia

una marca de agua en una imagen mediante el cambio de los niveles de gris de
algunos pixeles en la imagen. Esto tiene las ventajas de tener baja complejidad y fécil
implementacién, pero la informacién insertada puede ser detectada facilmente usando
el andlisis de imédgenes. Podemos incrustar la marca de agua en los coeficientes de una
imagen transformada en el dominio de la frecuencia [5], [23]. Las transformaciones
incluyen: la transformada discreta coseno, transformada discreta de Fourier. Sin
embargo, si incorporamos demasiados datos en el dominio de frecuencia, la calidad
de la imagen se degradard significativamente.

Las técnicas de marca de agua del dominio espacial suelen ser menos robustas a
ataques como la compresion y el ruido anadido. Sin embargo, tienen una complejidad
computacional baja y por lo general pueden sobrevivir a ataques. Otra técnica consiste
en combinar la marca de agua del dominio espacial y la marca de agua del dominio de

frecuencias para aumentar la robustez y reducir su complejidad.

2.4.2. Clasificacién de marca de agua basada en sus aplicaciones

Las técnicas de marca de agua representan una tecnologia eficiente para garantizar
la integridad de los datos, asi como la autenticidad del origen de informacién con
seguridad, la cual se puede incrustar utilizando una clave secreta en una imagen y de

acuerdo a sus diferentes aplicaciones se pueden dividir en [2]:
» Proteccién de derechos de autor

Las marcas de agua para la proteccién de derechos de autor estdn diseniadas para
identificar tanto la fuente de la imagen como sus usuarios autorizados. El cifrado de
la imagen con clave ptblica, no evita completamente la copia no autorizada debido
a la facilidad con que las imdgenes pueden ser reproducidas a partir de documentos
publicados anteriormente. Todos los documentos e imagenes cifrados deben descifrarse
antes de la inspecciéon. Una vez eliminado el cifrado, el documento puede ser legible
y difundido. La idea de incrustar una marca de agua invisible para identificar la
propiedad y los receptores, ha llamado la atencién en las industrias de impresién y
publicacién.

Un método de proteccién de derechos de autor de un video consiste en anadir
una marca de agua al flujo de video que manda informacién sobre el remitente y el
destinatario. De esta manera, la marca de agua de video puede permitir la identificacién

y rastreo de diferentes copias del video.
= Autentificacién de datos

Los medios tradicionales de autenticacién de datos se aplican a un documento en

forma de firma manuscrita. Dado que la firma se fija a un documento, es dificil de
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modificar o transportar a otro documento. La comparacién de dos firmas manuscritas
puede determinar si fueron creadas por la misma persona.

Una firma digital reproduce la firma manuscrita y ofrece un grado ain mayor de
autenticacién. Un usuario puede firmar un documento digital cifrindolo con una clave
privada y un esquema de cifrado. Las firmas digitales hacen uso de una clave piblica o
criptografia asimétrica, en la que se utilizan dos claves que estdn relacionadas entre si
de forma matemadtica. Los usuarios pueden verificar las firmas digitales utilizando sélo
la clave piblica, pero necesitardn la clave secreta para la generacién de firmas digitales.
Por lo tanto, la clave piblica estd disponible para cualquier persona que desee llevar

a cabo la verificacién, pero la clave privada sélo se da a las personas autorizadas.
s Huella digital

La tecnologia biométrica, como la cara, las huellas dactilares y el reconocimiento
del iris, desempefia un papel importante en los sistemas de identificaciéon personal.
La verificacién de documentos digitales requiere algunas caracteristicas fiables, tales
como huellas dactilares. Las imédgenes de huellas dactilares pueden aplicarse para
proteger las im&dgenes contra ataques maliciosos, detectar imdgenes fraudulentas y
asegurar una transmisién segura. La huella dactilar en la marca de agua digital se
utiliza generalmente para incrustar una identidad en una imagen de tal manera que es
dificil de borrar. Esto permite al propietario de los derechos de autor rastrear piratas
si la imagen se distribuye ilegalmente. En este uso, la marca de agua es un método
de incrustar informacién oculta, conocida como la carga ttil, dentro del contenido; el
contenido puede ser audio, imagen o video, mientras que la carga 1til puede identificar
el propietario del contenido o el permiso de uso para el contenido. La carga ttil de la
marca de agua con huellas dactilares es un nimero de identificacién tnico para cada

destinatario, con el objetivo de determinar la fuente de copias distribuidas ilegalmente.
= Control de copia

El control de copias permite que los dispositivos de reproduccién y grabacién
de DVD impidan automdticamente la reproduccién de copias no autorizadas y la
grabacién no autorizada mediante la informacién de control detectada en el contenido
de video digital. Los datos digitales se transmiten desde un aparato del lado del
transmisor a un aparato del lado del receptor a través de interfaces que permiten
la transmisién y recepcién de los datos digitales solamente entre aparatos autorizados.
La informacién del control de copias indica un nivel de restricciéon de las copias, la
cual se anade a los datos principales registrados en el medio de grabacién digital de

tal manera que los datos principales comprenden una primera porcién que contiene
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informacién de imagen o voz y una segunda porcién que contiene la informacién del
nimero de copias. La marca de agua digital estd incrustada en la segunda parte de los

datos principales.
s Dispositivos de control

Estas marcas de agua también se pueden incrustar en una senal de audio para
controlar remotamente un dispositivo como un juguete o un aparato. El dispositivo
estd equipado con un detector apropiado para identificar sefiales ocultas, que pueden
activar una accién o cambiar un estado del dispositivo. Estas marcas de agua se pueden
utilizar con un dispositivo de compuerta de tiempo, por lo que la marca de agua
contiene un intervalo de tiempo dentro del cual se permite al usuario realizar una
accién tal como escribir o empujar un botoén.

Por otra parte, la incorporacién de marcas de agua de control en dispositivo para
acceder a un recurso mediante un dispositivo de verificacién, utiliza un sistema de
marca de agua para incorporar un cédigo de autorizacién en una senal y lo transmite
(por ejemplo, como un programa de televisién o radio) a un dispositivo de verificacion.
En el dispositivo, el cédigo de autorizacién se extrae de la senal con marca de agua
y se autoriza por separado una operacién a realizar en el recurso sobre el cédigo de
autorizacién extraido, que puede consistir en permiso para ejecutar un programa o

copiar un objeto multimedia.

2.5. Algoritmos de marca de agua

Actualmente existen gran cantidad de algoritmos propuestos para lograr realizar la
incrustaciéon de marca de agua, asi como su deteccién y decodificacién. Estas técnicas
de marca de agua utilizan el dominio espacial y el dominio frecuencial durante el

proceso de marcado.

2.5.1. Sustitucién de marca de agua en el dominio espacial

La marca de agua en el dominio espacial es el algoritmo de marca de agua més
simple [11], [4]. Bésicamente, las ubicaciones de incrustacién, con los bits especificos
de todos los pixeles, se predefinen antes de incrustar la marca de agua. Una vez que
el destinatario obtiene la imagen con marca de agua, saben los lugares exactos para
extraer la marca de agua. Durante el procedimiento de incrustacién de marca de agua,
se convierte primero en un flujo de bits. Entonces, cada bit del flujo de bits se incrusta
en el bit especifico de las ubicaciones seleccionadas para la imagen como se muestra
en la Fig.2.2 .
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Pixeles selecionados

_ \ Sustitucién de pixeles

Marca de agua binaria
Figura 2.2: Sustitucién de marca de agua en el dominio espacial.

Durante el procedimiento de extraccién de la marca de agua, ya se conocen las
ubicaciones de los pixeles especificos de la imagen con marca de agua. A continuacién,
cada valor de pixel se convierte en su formato binario. Finalmente, la marca de
agua recoge el bit en el que estd incrustado. La Fig. 2.3 muestra un ejemplo del

procedimiento de extracciéon de marca de agua de marca de agua en el dominio espacial.

2.5.2. Sustitucién de marca de agua en el dominio frecuencial

El esquema sustitutivo de marca de agua en el dominio de la frecuencia es
bésicamente similar al del dominio espacial, excepto que la marca de agua se incrusta

en los coeficientes de la imagen transformada como se muestra en la Fig. 2.4.
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Sustitucién de pixeles con marca

—p=]2 [ ]]- =]

|

Marca de agua binaria recuperada

Lol -1 «—

Figura 2.3: Extracién de marca de agua.
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2. Marca de agua digital y esteganografia

Imagen en el dominio espacial Imagen en el dominiode frecuencias

Marca de agua binaria Insercién de marca de agua

Figura 2.4: Incrustacién de marca de agua en el dominio de frecuencias.
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Capitulo 3

Polinomios ortogonales discretos

3.1. Introduccién

Muchos de los problemas de la matemadtica aplicada, y problemas de la fisica

tedrica se presentan mediante ecuaciones de la siguiente forma [2]:

o(z)y" +7(x)y + Ay =0, (3.1)
donde o (z) y 7 (x) son polinomios de segundo y primer grado respectivamente y A es

una constante. Consideramos a la Ec. (3.1) como una ecuacién de tipo hipergeométrica,

y sus soluciones como funciones de tipo hipergeométrica.

Cualquier solucién de la Ec. (3.1) satisface la siguiente propiedad fundamental [3]
: todas las derivadas de las funciones de tipo hipergeométrica son también funciones

de tipo hipergeométrica.

Para probar esto, se derivamos a la Ec. (3.1).

d(o(x)y" +7(x)y + \y)

=0 3.2
r , (32)

obtenemos, la funcién,

o(@)y" +y"o" () + 7 (x)y" +9/ 7 (2) + N =0, (3-3)

realizando una agrupacién de terminos de la Ec. (3.3) se puede reescribir como,

o@)y" + [t (@) +0 (@)]y" + N+ (2)]y =0, (3.4)

la cual satisface la Ec. (3.5) tomando v (z) = ¢/(z),
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3. Polinomios ortogonales discretos

o (z) v + 71 () V] + pyv1 =0, (3.5)
donde
T1(x) = 7(2)+0 (2) (3.6)
o= A+7 ()

de la cual, 71 (x) es un polinomio de primer grado, y x4, es una variable independiente,

note que la Ec. (3.5) es una ecuacion de tipo hipergeométrica.

Dejando v1(x) como una solucién de la Ec. (3.5). Si la funcién vy (z) fue la derivada
de una solucién y(z) de la Ec. (3.1), de acuerdo con esta ecuacién las funciones y(x)

y v1(z) estarfan relacionadas de la siguiente forma [3],[4]

y(z)= —i [0 (2) W, + 7' (z)v1] (3.7)

Se puede demostrar que la funcién y(z) definida por esta férmula realmente
satisfiace la Ec. (3.1) y que su derivada es vi(x), como se muestra a continuacién
mediante la derivada de la Ec. (3.7),

& o= =5 @+ 7 @] (33)

resolviendo la Ec. (3.8) obtenemos,

N = o (@) o] Vi’ (z) — 7 (2) v}, — 7 (2) (3.9)

nuevamente reagrupando terminos la Ec. (3.9) como,

Ny = —o(x)v] — [0/ (z) — 7 (2)]v] —v17 (2) (3.10)

utilizando la Ec. (3.6) en la Ec. (3.10) obtenemos,

Ny = — [0’ () U/1/ + 71 () Ull +7 (z) Ul] = vy, (3.11)
donde y' = v1(z) y sustituyendo v; = 3/(z) en la expresion original para y(z) se obtiene

Ec. (3.1) para y(x).

De manera similar diferenciando la Ec. (3.1) n veces podemos obtener una ecuacién

de tipo hipergeométrica para la funcién v, (z) = y"(x), [3], [5]:
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3. Polinomios ortogonales discretos

o (z) vl + 7 (2) V), + ppvn = 0, (3.12)
donde
7o (z) = 7 (x) + no’ (z), (3.13)
/ 1 "
fp = A+ 0T + in(n —1)o". (3.14)

En esta parte, cada solucién de Ec. (3.12) para pu, #0y (k=0,1,...,n — 1) puede
ser representada en forma vy, (z) = y™(z), donde y(x) es una solucién de la Ec. (3.1)
3.

Muchas de las funciones especiales conocidas se pueden representar en términos de
la funcién hipergeométrica [6]. Tal es el caso de las familias de polinomios ortogonales
cldsicos, estas familias de polinomios , tanto continuos como discretos, admiten una
representacion en términos de series hipergeométricas [7], la cual estd definida de la

siguiente forma,

ai, ..., ap > (@1)n-.-(ap)p ="
F,(Sone. ) _ N e Mp)n T 3.15
pa <b1, ...,bq > nz:;) (bl)n(bq)n n! ( )

donde (a),, representa la funcién de Pochhamer expresada como,

ap =ala+1)..(a+n—-1)=T(a+n)/T'(a).

3.2. Polinomios ortogonales discretos cldsicos

Los polinomios de espacio uniforme son definidos como la solucién de la siguiente

ecuacion diferencial [2], [3], [7].

o(x)AVpy(z) + 7(x) App(z) + Apprn =0, (3.16)
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3. Polinomios ortogonales discretos

donde Apy,(z) = pp(x+1) —pn(x), Von(x) = pp(z) —pp(x+1) denotan el operador
hacia adelante y hacia atréds, o(x) y 7(z) son funciones de segundo y primer grado,
respectivamente, )\, es una constante apropiada.

Los polinomios ortogonales cldsicos con una variable discreta satisfacen la siguiente

relacién de recurrencia de tres términos,

zpn(z) = anpnt1(2) + Bnpns1(z) + Vpnta(2), (3.17)

donde ay,, 5,,, v, son los coeficientes de cada familia de polinomios discretos.

La propiedad basica de los polinomios p,(z) es que satisfacer la condicién de

ortogonalidad de la forma discreta

S
Zopn(x)pm(x)w(x) =d% - S, 0 <m,n <s, (3.18)

=
donde w(z) es una funcién de peso, d2 = ||pn(2)||> ¥ Omn denota la delta

de Kronecker. Algunos de los polinomios discretos clasicos son: los polinomios de
Tchebichef, polinomios de Krawtchouk, polinomios de Hahn, polinomios de Meixner,

polinomios de Charlier y polinomios de Racah.

Los polinomios ortogonales normalizados se pueden obtener con la norma cuadrada

y la funcién de peso,

pn(x) :pn(l‘) d72 ’ TL:O,l,...,S (319)

por lo tanto, la condicién de ortogonalidad de los polinomios ortonormalizados

estdn dados por

> Pm(@)py(z) = dmn 0<m,n<s, (3.20)

Nikiforov y Uvarov introducen pardmetros base de los polinomios ortogonales

discretos cldsicos [2]; como se muestran en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1: Tabla de datos para los polinomios de Tchebichef, Krawtchouk (0 <p <1),

Hahn (a >0, b >0), Meixner (8 >0, u <1) y Charlier a; >0
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3. Polinomios ortogonales discretos

Los polinomios se definen en el siguiente dominio discreto

G={z]0<x<s}, (3.21)

donde s = N — 1 para los polinomios de Tchebichef y Hahn, y s = N para polinomios
de Krawtchouk. Por otra parte, los polinomios de Meixner y Charlier pertenecen a un

dominio discreto infinito.

3.2.1. Polinomios de Tchebichef

Apartir de la Ec. (3.16) y la Tabla 3.1 se puede obtener la ecuacién diferencial
parcial lineal de primer orden de los polinomios ortogonales de Tchebichef ¢, (z; N), la

cual estd definida como,

(N — x)AViy(z;N) + (3.22)
(N —1—22)Atp(x; N) +n(n+ 1)t,(x; N) =0,

Los polinomios de Tchebichef de orden n = 0,1,...,N — 1, son también definidos

mediante la funcién hipergeométrica como,

tn(z;N) = (1= N)psFo(—n,—z,1+n;1,1—N;1) | (3.23)
n,z,y = 0,1,2,.... N —1,

donde (ag) es la funcién de Pochhammer. El orden cero y primero de los polinomios

de Tchebichef normalizados pueden ser calculados de la siguiente manera,

zo(x;N) = \/g, (3.24)

T N) = (22— N+1) 5

En la Fig. 3.1 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de
Tchebichef.
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Orden n
0.25 1 n=0
0.20 n=1

——n=2

oo - — ;,““~w:*~¢»€-?*"&'§i o
sl R X =5
RS

Figura 3.1: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Tchebichef con N=100.

3.2.2. Polinomios de Krawtchouk

Los polinomios ortogonales de Krawtchouk con una variable k,, (z; p, N') satisfacen

la siguiente ecuacién diferencial parcial de primer orden,

(1 =p)zAVEky(2;p, N) + (Np — ) Ak, (z;p, N )+ (3.25)
nkn(z;p, N) =0 0<p<l,

donde p es el valor de probabilidad establecido en un rango de entre 0 y 1.

También, los polinomios de Krawtchouk se definen mediante,
kn(z;p, N) =2 Fi(—n,—z; —N;1/p). (3.26)

El orden cero y primer orden de los polinomios de Krawtchouk normalizados pueden

ser calculados como,

ko(z:p, N) = \/N!pw(l_p)]\.[_x, (3.27)

z1(ﬂc;p, N) = (—p(N —2z)+2(1 —p)) * \/(N — l)gz]—\;(i ;)f))N—a:—l )
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En la Fig. 3.2 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de
Krawtchouk.

]

4

] é | f'& "'

Orden n
0.25 4 n=0
0.20 4 Vg —=—n=1
0.15 1 5 A ?'%;Q%Q;ﬁ o nfg
0.10 4 c v "i}%.‘ié.\\ : :;4
e ——

i

Figura 3.2: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Krawtchouk con N=100 y p=0.5.

3.2.3. Polinomios de Hahn

Los polinomios ortogonales de Hahn con una variable h%a’b)(x; N) satisfacer la

siguiente ecuacién diferencial parcial de primer orden

n(a+b+n+1)h®) (2 N) + [(b+1)(N —1)— (3.28)
(a+ b+ 2)x]AR®) (2 N) + (N + a — ) AVA®Y) (z; N) = 0,

donde los pardametros a y b son restringidos para a > 0y b > 0. Los polinomios
de Hahn de orden n, n = 0,1,..., N — 1, son también definidos mediante la funcién

hipergeométrica como,

o) (g 3y = CDOF iﬁ”(N ~ ", (3.29)

sFy(—n,—x,n+1+a+bb+1,1— N;1).

Apartir de polinomios Hahn posible es obtener algunas familias de polinomios

cldsicos discretos, tal es caso cuando a = b = 0, se tiene como resultado los
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polinomios discretos de Tchebichef, por otra parte se pueden obtener los polinomios
de Krawtchouk mediante el limite de los polinomios de Hahn cuando a = b = oo . El

orden cero y primero normalizados se puede calcular de la siguiente manera,

~(a,b) wl(x

hy (z;N) = ng ) ; (3.30)
0

~(a,b) ’UJ(Z‘)

hy (z;N) = ((a+b+2)x—(b+1)(N—-1))

En la Fig. 3.3 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de
Hahn.

Orden n

o “‘Q
&

' ; "-ﬂ
‘eft‘iu&%‘.'l

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.3: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Hahn con N=100, a=10 y b=10.

3.2.4. Polinomios de Meixner

(8, #)(

Los polinomios ortogonales de Meixner con una variable w, "/ (z) satisfacen la

siguiente ecuacién diferencial parcial de primer orden

cAVE P (2) + (Bp — (1 — p))Aw PP (z) + n(l — )P (z) =0,  (3.31)

n

donde 8 y p son restringidos para 0 < p <1y g > 0.
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3. Polinomios ortogonales discretos

Los polinomios enésimos de Meixner son también definidos mediante la funcién

hipergeométrica como,

@)PH(2) = (B)naFi(—n

=z 61— —).

(3.32)

El orden cero y primero de los polinomios normalizados de Meixner pueden ser

\/ d2 \/ ﬁ—l—m—l (1= p)?,

u)

calculados como,

B+z

)

d2

=B+

\/u

T(B+x—1)

p(1

— P

218 — 1)

B

(3.33)

En la Fig. 3.4 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de

Meixner.

iRy
‘M‘QQ

Orden n

90

100

Figura 3.4: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Mexnier con N=100, ©=0.43 y

B=14.
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3.2.5. Polinomios de Charlier

Los polinomios ortogonales de Charlier con una variable cf!(x) satisfacen la

siguiente ecuacién diferencial parcial de primer orden

AV (z) 4 (a1 — z) At (x) + nept(x) = 0, (3.34)
donde a; is restringido para a; < 0. Los polinomios enésimos Charlier se definen

mediante el uso de la funcién hipergeométrica como,

-1
et (2) =2 Fo(=n, =25 —). (3.35)

El orden cero y primero de los polinomios de Charlier normalizados pueden ser

calculados como,

~ai w(z) e~ maf

co (¥) = =\ (3.36)
& !

~ai ar—z Jw@) a -z [emaft?

cr (@) = ay e xl

En la Fig. 3.5 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Charlier.

Orden n
—=—n=0
——n=1

——n=2

(¢} 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.5: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Charlier con N=100 y a;=1.
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3.2.6. Polinomios de Racah

La ecuacién diferencial de los polinomios de Racah estd expresada de la siguiente
manera [10], [22].

A [Vyn(s)] +T(x)Ayn(S) F Augn(s) = 0, (3.37)

o() Ax(s—1/2) | Va(s) Ax(s)

donde A, es una constante apropiada, o(x),7(x) son los polinomios de en x(s) de
primero y segundo grado y ¥,(s) representa una solucién de los polinomios antes de
ser normalizados.
. . N(Oé7ﬁ) . .
Los polinomios de Racah U,, (s,a,b) se definen mediante el uso de la funcién

hipergeométrica como [23]

~ (avﬁ)

U, (s,a,b) = 4F3(a1,a2,a3,a4;b1,b2,b2;2) (3.38)

n

k

S (a1)k(a2)k(as)r(as)k 2°
=0 (O)r(b2)k(b2)r k!

El orden cero y primero de los polinomios de Racah puede ser calculados como,

U (5 a,) = (232(12])17(3), (3.39)
() 1 pi(s) —pi(s —1) (2s +1)p(s)
Uieed) = e o\ &

En la Fig. 3.6 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Racah.
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Figura 3.6: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Racah con N=50, a=0.1, =0.5
y a=1.

3.3. Relacién de recurrencia de los polinomios ortogo-

nales discretos

Una relacién de recurrencia es conocida como una ecuacién que define una secuencia
recursiva, en la que cada término de la secuencia es definido como una funcién
de términos anteriores. Una forma general para obtener los polinomios ortogonales

discretos normalizados en el espacio uniforme puede escribirse como [7].

Apy(z) = B * Dp,,_y(x) + C * Ep,_5() (3.40)

donde los coeficientes A, B, C, D, E son consideradas como variables independientes
para cada familia de polinomios discretos como se muestra en la Tabla 3.2, donde ;)1
y ]Noo son polinomios de primer orden y orden cero respectivamente de los diferentes
polinomios discretos. La Ec. (3.40) es una relacién de recurrencia con respecto a los
polinomios de orden n. Por otra parte, la relacién de recurrencia de los polinomios de

Racah con respecto a n puede escribirse como [10],

~ (avﬁ) dnfl ~ (arﬁ) dn72 ~ (0575)
AU, (s,a,b) = BnTUn—l (s,a,b) + C’nd—UﬂhQ (s,a,b) (3.41)

donde,

José Saitl Rivera Lépez UPT 42
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n(a+p+n)

An = (a+pB+2n—1)(a+B+2n)

B, =« 1
(a+B+2n-2)(a+pS+2n)
8
(62 = )b+ /2)> = (a — 5/2)*
20+ B+2n—2)(a+pB+2n) ’

(a+n-1)(B+n-1)

2

G
2 2
(b—i—a—ka;Lﬂ) —(n—l—FOé;B)

Fla+n+1)I'(B+n+1)
(a+pB+2n+1)nlb—a—n—1)

dn, =

Fb—a+a+p+n+)I'(a+b+a+n+1)

_aLHﬂ+m—BP+®+aP—2+

Tatpfrm—atfrom_1)
a+b+a_/6>2— (n—1+a+6>2 *

F'a+B+n+1)T'(a+b—p5—n)

F'a+s+n+1)T(s—a+p+n+1)

pn(s) = FNa—B+s+1)T'(s—a+1)

I'N+a—-s)T(N+a+s+n+1)
'(N—-s—n)T(N+s+1)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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21 \/ 7 AHVEF S@
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(u—N) (T+u—N) (1=u+9) (u+9) (T—u+v)(u+v) \/ (N +u+9+v)(utq)(u+v) \/ N ( ém
(utq+v)(1—u)u (u+q+)u q
U— U— d—1)d u—N)(d—1)d (f Cp\u
(a+ ZXNAWS%NQ 9) v\/ (1+u=—N)(d-1) (\ ‘d) y
?F:@Q:%ﬁmé@:dé\/ :éﬁwﬁmzv (N i2)"1
i a (x)"d
I—u In—14+u—2x Ip— @fow
-1 -1 - (z) 6:B
AQ.TNI:XHI\E ng—r+url—1+u—rzr—x 7 AE:.QV ~
( :wwiis ) * (uz+q+) (z—ug+q-+v) (ugt+q+)  (1-ug+q+n)

Fu—N)(I—utr N9+ uz+9+0) (z—uz+9+0)¥y ¥ ug+q+ [—ug+q+v ‘ u
T g4 @l (NeTa+0)(o—z0) G Neta D © (wtqto) * v (W) d
(et+u—N)(1—u+0) (9'p
(c+u—N)(d—T1)d- (ctug—N)d—T+u—2x u (N ‘i) vy

(1—ue)e . (1—ug) e\ u
(f(1—u)—N)(T—u) -~ ¢ ) AZ av m
0 q A4 (x)"d

Tabla 3.2: Tabla de datos para los cinco términos polinomios de Tchebichef,
Krawtchouk (0 <p <1), Hahn ( a >0 , b >0), Meixner (5 >0 , p <1) y Charlier

a; >0
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Capitulo 4

Teoria de momentos ortogonales

4.1. Introduccién

Los momentos son cantidades escalares que pueden ser utilizadas para el andlisis
y descripcién de una imagen. Actualmente existen varias aplicaciones dentro del
andlisis de imdgenes, tales como reconocimiento de patrones, clasificacién, codificacién
de imdgenes y reconstruccién entre otras. Desde el punto de vista matemadtico, los
momentos son "proyecciones"de una funcién, en una base polinomial.

Los momentos ortogonales fueron introducidos por vez primera por Teague en 1980,
quien propone los momentos de Zernike definidos en un circulo de radio unidad y los
momentos de Legendre definidos en un recténgulo [1]. Estos tienen la capacidad de
caracterizar informaciéon con minima redundancia a diferencia de los momentos que
no tienen una base ortogonal.

Los momentos ortogonales constan de una base ortogonal P, ,,(x,y), es decir, sus

elementos satisfacen la condicién de ortogonalidad [2]-[5].

/ / Pon (2,9) Pog (2,4) = 6np6mg: (4.1)
Q

donde 4y, es el stmbolo de Kronecker,

5n,p—{ 0, n#p (4.2)
1, n=p

Los momentos ortogonales estdn definidos como,

Qo = [ [ Puun .90 1 .9) oy, (4.3)
D

donde D es el drea de ortogonalidad, el cual puede estar definido en un circulo o en

un rectdngulo como se muestran en la Fig. 4.1.
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4. Teoria de momentos ortogonales

-1 0 M
(@) (b)

Figura 4.1: Dominios definidos para los momentos. a) Dominio Circular, b) Dominio
Rectangular

Por otra parte, tienen una diferencia significativa cuando se considera la estabilidad
y problemas computacionales en un dominio discreto. La mayoria de los polinomios
ortogonales pueden ser calculados con mayor estabilidad numérica mediante relaciones
de recurrencia, a diferencia de los momentos geométricos, los cuales utilizan potencias

provocando un aumento de su inestabilidad cuando los érdenes aumentan.

4.2. Momentos circulares

Los momentos que estan definidos dentro de un radio unitario se llaman "momentos
circulares". La expresién general para los momentos circulares de orden n y repeticién

m para una funcién imagen f(r,6) en coordenadas polares estd dada por [5], [6]

27 1
Gpom = /0 /0 f(r,0) Py (r,0)rdrdd, (4.4)

donde P, ,, (r,0) es la funcién kernel, la cual consiste en el producto de dos funciones:
una de ellas es una familia de polinomios ortogonales A,, (r) en la coordenada radial
y la otra es una funcién exponencial compleja exp (jm#) en la coordenada angular, la

funcién P, ,, (1, 0) es expresada como,

Pn,m (7'7 9) = An (T) exp (]me) , (45)
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4. Teoria de momentos ortogonales

donde n y m son enteros. Ademds, la funcién kernel es ortogonal dentro del circulo de
radio unidad, 0 <r <1, 0 < 0 < 27. La propiedad de ortogonalidad queda expresada

mediante la expresion,

2 1
/ / P (120) Py (v, 0) rdrdf = 6, s (4.6)
0 0

donde 0, es el simbolo de Kronecker. Por otra parte, de acuerdo con la teorfa
ortogonal, la imagen original puede ser reconstruida por un ndmero infinito de
momentos circulares. La distribuciéon discreta reconstruida de la imagen estd dada

por

N L L
Fr0) =" ¢nmAn(r)exp (jmb), (4.7)
n=0m=0
donde f(r, 0) es la version reconstruida de f (r,0) y L es el mdximo orden de momentos
radiales utilizados en la reconstruccién de la imagen. La reconstruccién de la imagen
ayuda a determinar qué tan bien una imagen puede ser caracterizada por un nimero
finito de sus momentos.
Las caracteristicas mds importantes de los momentos circulares son la invariancia

a la rotacién, a la reflexién y a la escala. Si consideramos una imagen f(r,0 —~)
que es rotada v grados, esto da como resultado los momentos ¢$32n, los cuales estdn
relacionado con ¢, ,, de la siguiente manera

gbe,'r_nﬂ = ¢n,m exXp (_jmfy) . (48)

Por lo tanto, obteniendo el médulo de los momentos circulares,

[6720] = [6nml (4.9)

se prueba la invariancia a la rotacién. De la misma manera, si consideramos el caso
general de la reflexion a través de una linea que pasa por el origen, que gira a través
de un dngulo positivo v con respecto al eje y. La imagen puede ser representada como
f(r,2y —0), el hecho de que esta transformacién depende 2, se debe a que la linea
de reflexién no tiene direccién tnica: sin cambios para 180° de rotacién. La relacién

de los momentos radiales afectada por reflexion estd dada por,

Som " = G exp (—52m17), (4.10)

y por lo tanto, el médulo,

czﬁ%%%_g)‘ = |bnml (4.11)
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es invariante a la reflexién. En cuanto a la escala, los momentos radiales son invariantes
naturales debido a que el radio unidad donde se define la imagen tiene que ser
remapeado dependiendo de las dimensiones de la imagen. En otras palabras, sin
importar el tamano de la imagen, siempre va a estar definida dentro de un radio
unitario. Sin embargo, esto se cumple siempre y cuando no se utilicen aproximaciones
en el cdlculo de los momentos radiales. Ademds, los momentos radiales no tienen
informacién redundante como los momentos geométricos y los momentos complejos
[6]. Por otra parte, aunque los momentos rectangulares no tienen redundancia en la

informacién, no son invariantes naturales a la rotacion y escala.

4.3. Momentos rectangulares

La expresiéon de los momentos ortogonales definidos en un rectdngulo para una

funcién imagen f (z,y) de tamafio N x M esta dado por[46], [7],

N M
dn.m = Zz.f(xay) Pn,m (m,y), (412)
0 0

donde P, (z,y) es el kernel de transformacién, el cual consta de dos polinomios

ortogonales A, (x) y A (y), expresados como

Por lo general, las dos funciones A,, (x) y A;, (y) corresponden a una misma familia
de polinomios ortogonales; sin embargo, existen trabajos donde combinan diferentes
familias de polinomios ortogonales [8]-[10]. El kernel P, ,, (z,y) puede estar compuesto
por polinomios ortogonales continuos o discretos. En el caso discreto, tienen un mejor
desempeno debido a que la imagen estd definida en un espacio discreto, por lo que no
requieren aproximaciones en su cdlculo como el caso continuo [11].

Por otra parte, de acuerdo con la teorfa ortogonal, podemos recuperar la imagen
original a partir de un nimero finito de sus momentos. La reconstruccién de la imagen

estd dada por

L L
F@y) =Y tnmAn (@) An (y), (4.13)

n=0m=0
donde f(m,y) es la versién reconstruida de f(z,y), y L es el maximo orden de
momentos rectangulares utilizados en la reconstruccién.
Actualmente, existe una gran cantidad de momentos ortogonales definidos en un

rectdngulo, tales como los momentos de Tchebichef [11], los momentos de Krawtchouk
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[7], los momentos de Hahn [12], y los momentos Gauss—Hermite [13]. Lamentablemente,

no se han desarrollado invariantes eficientes para los momentos rectangulares [7], [14].

4.4. Representacién matricial

Una de las propiedades de los momentos es su capacidad para caracterizar las
propiedades locales (en una regién de interés) de las imédgenes, en la que los pardmetros
P, y P; se utilizan para desplazar la regién de interés horizontal y verticalmente como
se muestra en la Fig. 4.3. Gracias a la separabilidad de los polinomios en 2D en 1D, el

célculo de momentos puede ser representado de en su forma matricial como [7], [16]

Q= PIPL, (4.14)

donde @ es la matriz de momentos, I es la imagen en 2D en su forma matricial (Fig.
4.2),

Figura 4.2: Representaciéon matricial de una imagen

P, v P representan la matriz de los polinomios ortogonales discretos en las
coordenadas de z y y respectivamente y finalmente (Pj) representa la transpuesta

de la matriz Ps.
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0% -
nis ﬂ it
Mt

PO)= PO)= = —

Figura 4.3: Polinomios de en 1D en coordenadas = y y.

De igual forma la representacién matricial de la reconstruccién estd dada como,

I'=PLQp, (4.15)

donde I’ es es la imagen reconstruida, P; y P2T representan la matriz de polinomios
enxyyy @ lamatriz de momentos.
Por otra parte se puede comprobar la condicién de ortogonalidad de una matriz

que contiene a una familia de polinomios ortogonales discretos, dada por,

O =P P,

donde O es una matriz identidad, que puede ser representada como un imagen binaria
donde la diagonal esta definida por unos y el resto por ceros, como se muestra en la
Fig. 4.4.

Figura 4.4: Representaciéon en imagen de la matriz de ortogonalidad.

El célculo de momentos en su forma matricial tiene la ventaja de ser méds rapido al

calcularse, ya que la manipulacién de matrices reduce mucho el tiempo computacional.
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4.5. Reconstruccion de imagenes de color

Las imédgenes digitales pueden ser reconstruidas a partir de un nimero suficien-
temente grande de momentos ortogonales de su distribucién de intensidades, usando
la transformada inversa respectiva. La reconstrucciéon de la imagen puede ayudar a
examinar el desempeno de los momentos, la cual permite evaluarlos a través del error
de la imagen reconstruida y el nimero de momentos usados que pueden describir dicha
imagen. La reconstruccién de imdgenes es muy utilizada en imédgenes biomédicas para
el andlisis clinico, el diagndstico de enfermedades, control de calidad de en laboratorios

clinicos [18].

Los momentos ortogonales de una imagen binaria generan una reconstruccién con
valores de intensidad umbralizados. En el caso de imdgenes con niveles de gris, se
emplean métodos de ecualizacién del histograma para transformar los valores de
intensidad a un rango vélido de niveles de gris [17]. Por otra parte, los momentos
ortogonales discretos en imédgenes RGB presentan los mismos inconvenientes que las
imégenes binarias y en escala de grises para cada uno de los canales de la imagen a color.
Una de las diferentes aplicaciones de las funciones momentos con base ortogonales
es la reconstrucciéon de imdgenes de color f(z,y,c) para determinar el nimero de
descriptores que puede caracterizar la imagen a color, las cuales estdn definidas en
coordenadas cartesianas, donde una imagen de color estd formada por los canales

RGB y se puede expresar como,

f(l‘a Y, 1) = fR(xv y)7 (416)
f($aya2) = fG(aj?y))
f(a:,y,3) = fB(fI:,y),

teniendo en cuenta esta representacion de una imagen de color, las Ecs. (4.16) y (4.12)
se pueden utilizar para el cdlculo de momentos, las cuales se pueden definir para

imdgenes de color como,

N—-1M-1
G = D > F(@,9,0) Pum (2,y), (4.17)
1 1
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donde f (x,y,c) es una imagen de color, ¢ representa un canal RGB y P, ., (z,y) el
kernel de transformacién. De igual forma tomando la representacién de una imagen de
color Ec. (4.16) y la reconstruccion de la Ec. (4.13) se puede definir la reconstruccién

de im&genes de color como,

N-1M-1

f(xaya C) = Z Z qg,mpn,m (xay) ) (418)
1

En la figura 4.5 se muestra una imagen de prueba con dimensiones de 150 x 150
pixeles. De igual forma en la Fig. 4.6 se muestra su reconstruccién utilizando diferentes

familias de momentos y ordenes de reconstruccion.

Figura 4.5: Imagen de prueba de 150x150 pixeles.
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Reconstruccion de imagenes de color utilizando momentos de Krawtchouk,
Tchebichef, Hahn, Meixner y Charlier con diferentes érdenes
n=10 n=30 n=70 n=100

Krawtchouk
con p=0.5

)
i

Tchebichef

Hahn con
a=h=10

Meixner

p=0.1y
p=14

Charlier
con a;=1

|

Figura 4.6: Reconstruccién de una imagen a color utilizando las familias de momentos
discretos de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn, Meixner y Charlier, con diferentes
ordenes.
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4.5.1. Analisis de error de reconstrucién de imagenes de color

Para evaluar la eficiencia de los momentos se utiliza la métrica de reconstruccion,
basada en el error de reconstruccién de imagen normalizada (NIRE), el cual se define
como el error cuadratico normalizado entre la imagen de entrada f. (x,y) y la imagen

reconstruida f. (z,y,c) , expresado como:

S5 [ - E@y)]

NIRE, = : (4.19)

N M
> 2 fE (=)

r=1y=1
donde c es el canal de la imagen RGB. La medida para el error de reconstruccién de

una imagen en color estd dada por:

NIRER+ NIREg + NIRE
Mean(NIRE) = nt ; Gt =5 (4.20)
En la Fig. 4.7 se muestra la grafica de los resultados del NIRE obtenidos de la imagen
reconstruida.
121
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Figura 4.7: Gréfica de error de reconstruccién de una imagen con dimensiones de 150 x
150 pixeles utilizando las familias de momentos de Tchebichef, Krawtchouk con p=0.5,
Hahn con a=b=10, Meixner con u=0.43 y $=14. y Charlier con a;=1.
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Como se puede observar en las Figs. 4.6 y 4.7 la reconstruccién es diferente para
cada una de las familias de momentos utilizadas.

Algunas de estas presentan un mayor desempeno que otras, en este caso las
familias de momentos de Tchebichef, Hahn son la que presentan mejores resultados en

comparacién con los momentos de Krawtchouk, Meixner y Charlier.
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Capitulo 5

Cémputo de momentos

ortogonales discretos

5.1. Introduccién

El cédlculo de las diferentes familias de polinomios ortogonales discretos se
realiza mediante la funcién hipergeométrica, la cual tiene la desventaja de utilizar
gran cantidad de operaciones. Por lo tanto, debido a que consume mucho tiempo
computacional para obtener los valores de los polinomios, se adoptan relaciones de
recurrencia de tres términos de los polinomios ortogonales cldsicos, tales como los
polinomios de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn, Meixner, Charlier y Racah mencionados
en la Seccién 3. Sin embargo, un problema con el cédlculo de valores polinémicos de
alto orden es la propagacion de errores numéricos mientras se usan férmulas recursivas
con respecto al orden n. Este error puede tener un crecimiento exponencial, afectando

gravemente la calidad de la reconstruccién de la imagen [1], [2].

5.2. Precisiéon numérica en los calculos

Como se revisé en la Seccion 3, la definicién de los polinomios ortogonales discretos
mediante la relacién de recurrencia hace uso de operaciones que requiere mayor esfuerzo
computacional con operaciones exponenciales y factoriales para obtener los valores de
cada polinomio. Existen gran cantidad de software que es utilizado para llevar a cabo
diversos célculos matemdticos con diferentes niveles de complejidad, esto significa que
permiten realizar desde operaciones bésicas, hasta operaciones que requieren de un
alto tiempo computacional. Este tipo de aplicaciones son elaborados bajo diferentes
normas y estdndares que limitan la capacidad de procesamiento durante la realizacién

de algunos cdlculos. Un ejemplo de estos estdndares es la norma ANSI / IEEE 754-1985
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5. Cémputo de momentos ortogonales discretos

para la aritmética, donde menciona algunas restricciones durante el uso de exponentes,
la cual establece a e como un nimero entero en el intervalo [—10226, 61023], cualquier
mimero que no cumpla con estas limitaciones debe ser aproximado. La finalidad de e
es una limitacién en el rango y esto conduce a un desbordamiento. Otro ejemplo, es la
utilizacién de niimeros fraccionarios, la cual limita la precisiéon y conduce a problemas
de redondeo. De igual forma tiene otra limitante durante el uso de operaciones como
factoriales o el tipo de formato de almacenamiento [3], [4]. IEEE de doble precisién
utiliza eps la distancia de 1 a el siguiente nimero de punto flotante, donde eps =
2752 ~ 2,220446049250313 x 1016, El nimero de punto flotante normalizado positivo
més pequeno tiene f = 0y e = —1022. La mayoria del software de este tipo (como
Matlab) utiliza estos estos nimeros como valores real minimo (realmin) y real méximo

(realmax).

realmin = 271922 = 2 225073858507201210 308
realmar = (14 (1 —eps)) x 2102 = 1,797693134862316 x 10308

Si cualquier cédlculo intenta producir un valor mayor que “realmax”, se dice que
se desborda y el resultado es un valor de punto flotante excepcional llamado infinito
o Inf. Si cualquier célculo intenta producir un valor que no estd definido incluso en el
sistema, de nimeros reales, el resultado es un valor excepcional conocido como "Not a
Number"6 "NaN". Si cualquier cdlculo intenta producir un valor menor que “realmin”,
se dice que se desborda. Esto implica uno de los aspectos opcionales y controvertidos
del estandar IEEE [3], [5].

5.3. Reduccién de términos de la relacién de recurrencia

con respecto a n

Teniendo en cuenta el problema del cdlculo de los polinomios ortogonales discretos
mediante una relacién de recurrencia como la Ec. (3.40) de la Seccién 3. Es posible
solucionar este problema, en las siguientes subsecciones se muestra una propuesta
para realizar el cdlculo de los polinomios de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn, Meixner,
Charlier y Racah, mediante la eliminacién de operaciones como la funcién gamma
y factoriales, de igual forma la reduccién de operaciones de manera algebraica y la

modificacién de la relacién de recurrencia de la Ec. (3.40).
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5. Cémputo de momentos ortogonales discretos

5.3.1. Cdlculo de los polinomios de Tchebichef en su forma reducida

Recordando que para obtener los valores de cada familia de polinomios discretos
mencionados anteriormente mediante la relacién de la Ec. (3.40) es necesario saber
los valores iniciales de Py(x) y Pi(z) de igual forma los términos A, B, C, Dy
FE mostrados en la Tabla 3.2. En este caso los valores utilizados de A — E para los

polinomios de Tchebichef ¢, (z; N) son:

A = ﬁ (5.1)
(= DN*—(n—1)?
¢ =- 2(2n — 1) ’
2n+1
b= \/(N2—n2)(2n—1)’

2n + 1
b \/uvz SN (a7 8)

Los pardametros de la Ec.( 3.40), pueden ser reducidos algebraicamente, de la

siguiente manera,
_ BxDPi(z) +C x EPy(x)

A )
de esta forma es posible realizar las operaciones de los términos BZD y CZE que se

Po(z) (5.2)

muestran en la Ec. (5.2).

La primera operacién del célculo de B;D estd dada por,

BxD (z = "F1) \/ ;ei o
= - ) (5.3)
A (2n—1)
 (2z-N+1)y/@2n+1)(2n—1)
ny/ (N2 — n?) '
El segundo célculo % se tiene,
(n=1)[N?—(n—1)?] 2n+1
CxE (_ 2(2n—1) ) \/(N2—n2)[N2—?;L—1)2](2n—3)
= - , (5.4)
A (2n-1)

(n—1)/(N2—(n—1)2)(2n —1)
ny/(N2 —n?)(2n — 3)
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Al sustituir las Ecs. (5.3) y (5.4) en la relacién de recurrencia de la Ec. (5.2) se

obtiene,

(22— N+1)\/(2n+1)(2n — 1)

(@) = ny/ (N? — n?)

ty(z)— (5.5)

(n—1)y/(N?2—(n—1)2)(2n - 1)
ny/(N2 —n?)(2n — 3)

to(.’L’).

con base la Ec. (5.5) se puede reescribir de la siguiente forma

n/ (N2 —n2)t,(z) = (22 — N +1)/(2n + 1)(2n — 1)ty (x)— (5.6)

(n—1)/(N? — (n—1)?)(2n — 1)
v2n —3

to(ﬂ?).

Por lo tanto, se tiene una nueva relacién de recurrencia para el cdlculo de los

polinomios ortogonales discreto de tres términos,

Aptp(z) = Buti(z) — Anl(j%to(x), (5.7)

donde,
Ap =ny/ (N2 —n2), (5.8)
B, = (2z—-N+1)y/2n+1)(2n-1), (5.9)

y to(x; N) y t1(z; N) son los valores iniciales de los polinomios de Tchbichef , mostrados
en la Ec. (3.24). En la Fig. 5.1 se observan los primeros 10 érdenes de los polinomios

en su forma reducida.
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Ordenn
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Figura 5.1: Polinomios de Tchebichef reducidos de orden n=0,1,...,9, N=100.

5.3.2. Cdlculo de los polinomios de Krawtchouk en su forma reducida

De manera similar es posible realizar el mismo procedimiento para la reduccién del
calculo de los polinomios ortogonales cldsicos. Retomando los valores de A — E de la
Tabla 3.2 para los polinomios de Krawtchouk k,,(z;p, N) y realizando los célculos de

BZD , se tiene que,

Bx D (@ —n+1-p(N-2n+2) p(lfp)(y\ffn+1)
T = - : (5.10)
z—n+1-p(N-2n+2)
Vip(L=p)(N —n+1)
mientras que para,
n(n—1)
cxE (P =p)(N —n+2)/ crppitim =D .
A - n ) ( . )
. [N=n+2)(n—-1)
N n(N—-n+1)
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y nuevamente sustituyendo las Ecs. (5.10) y (5.11) en la relacién de recurrencia de la
Ec. (5.2).La relacién reducida de los polinomios de Krawtchouk estd dada por,
— 1—p(N -2 2
(N —n+ Dkn(x) = 21+ il nt )kl(x)— (5.12)
p(1—p)
V(N —n+2)(n - ko(),

como se realizé en la Ec. (5.6), utilizando la relacién de recurrencia de la Ec. (5.7) se
obtienen los valores de A, y B, para el cdlculo de los polinomios de Krawtchouk a
partir de la Ec. (5.12)

Ap=+/n(N—n+1), (5.13)

B, — x—n+1—p(N—2n+2)7 (5.14)
p(1—=p)

mientras que ki(x) y ko(x) son los valores iniciales mostrados en la Ec. (3.27). En la
Fig. 5.2 se observan los primeros 10 6rdenes de los polinomios de Krawtchouk en su

forma reducida.

Orden n

k,(x) reducidos

Figura 5.2: Polinomios de Krawtchouk reducidos de orden n=0,1,...,9, N=100, p=0.5.
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5.3.3. Cadlculo de los polinomios de Hahn en su forma reducida

De manera similar, se realiza la reduccién del cédlculo los polinomios Hahn
7b B .
hfla )(33; N), utilizando sus valores de A-E de la Tabla 3.2 y realizando los célculos

BxD :
de =57, se tiene que,

BxD a—b+2n-1 (b2 —a?®)(a+ b+ 2N)
A _<$_ 4 _4(a+b+2n—2)(a—|—b+2n)> (5.15)
n(a+b+n)la+b+2n+1) §
(N—=n)(a+n)b+n)la+b+2n—1)(a+b+n+ N)
((a+b+2n—1)(a+b+2n)>
n(a+b+n)

_ (a+b+2n)y/(a+b+2n—1)(a+b+n+ N) .
Vnla+b+n)(N—n)(a+n)(b+n)(a+b+n+N)
a+b+2n—2 (b>—a®)(a+b+2N)

(m_ 1 T 4at+b+20-2) >

mientras que para,
CxE _( (a+n-10b+n-1)(a+b+N+n—-1(N -n+1) §
A _< (a+b+2n—2)(a+b+2n—1) > (5.16)

\/ nn—1)(a+b+n) §

nn—1)(a+n—-1)b+n)(b+n—-1)(N—-n—1)(N —n)
(a+b+n—1)(a+b+2n+1) .
(a+b+2n—3)a+b+n+N)a+b+tn+N—1)

((a+b+2n—1)(a+b+2n)>
n(a+b+n)

(a—i—b—i—Qn)\/(n—1)(a—i—b+n—1)(a—i—n—1))}<
(a+b+2n—2)y/n(a+b+n)(a+n)
Vo+n—1)(N-n+1(a+b+N+n—1)(a+b+2n+1)
VO+n)(N—n)a+b+N+n)(a+b+2n—3)

9

nuevamente sustituyendo las Ecs. (5.15) y (5.16) en la relacién de recurrencia de la

Ec. (5.2) y reescribiendo la ecuacién se obtiene,
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Vnla+b+n)(a+n)(b+n)(N—n)(a+b+ N) (ab)
T Tom hy ' (x) (5.17)

a—b+2n—2 b2 —a®)(a+b+2N)  (ap
- Z + 4(a+)b(+;nir2) o)~
\/(n—l)(a+b+n—1)(a—|—n—1)*
(a+b+2n—-1)
\/(bJrn—1)(N—n+1)(a+b+N+n—1)(a+b+2n+1)h(()a,b)

V(a+b+2n-3)

().

Los valores de A,, y B, para el cdlculo de los polinomios de Hahn a partir de la
Ec. (5.17) estdan dados por,

Vnla+b+n)(a+n)(b+n)(N —n)(a+b+ N)
a+b+2n

A, = : (5.18)

a—b+2n—-2 (b*—a?)(a+b+2N)

5.19
4 4(a+b+2n—-2) (5.19)

By =

(a,b) (a,b)
y hg (x;N) y Iy

mostrados en la Ec. (3.30). En la Fig. 5.3 se observan los primeros ordenes de los

(z; N) son los valores iniciales de los polinomios de Hahn,

polinomios de Hahn en su forma reducida.

Orden n

—=—n=0
—e—n=1
——n=2

—~—n=3

‘n\:

—+—n=4

h () reducidos

Figura 5.3: Polinomios de Hahn reducidos de orden n=0,1,...,9, N=100, a=10 y b=10.
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5.3.4. Caélculo de los polinomios de Meixner en su forma reducida

De igual forma se puede realizar la reduccién del cdlculo los polinomios Meixner

o) (z), donde se tiene que,

BeD z—zp—n+l—pntp—FBu B
— Fn—1
* Iz \ n(B+n—1) (5.20)

A yris ’
~ (@-ntl4p(-z-n+1-75)/n
a py/n(B+n—1) ’
CxE

mientras que para ==,

(n—1)(n—24p) 2
CxE 1—n \/n(n—l)(,6+'rlj—2)(6+n—1) (5.21)
A B ’ ’
pn—1
. (n=1H(n-2+p8)
n(B+n-1) 7

sustituyendo las Ecs. (5.20) y (5.21) en la relacién de recurrencia de la Ec. (5.2) y

reescribiendo la ecuacién se obtiene,

T T B (g = T Ira(e 1= B)VE g

_ (n—1)(m-2+ B)w(ﬁ’ﬂ)(aj)
n(B+n—-1) 7° ‘

Los valores de A, y B, para el cdlculo de los polinomios de Meixner a partir de la
Ec. (5.22) estéan dados por,

Ap=+v/n(B+n-—1), (5.23)

Bn:(a:—n—kl—l—,u(—x—n—i—l—ﬁ))\/lj, (5.24)

I

y w(()ﬁ i )(x) y wg’B ) (x) son los valores iniciales de los polinomios de Meixner mostrados
en la Ec. (3.33). En la Fig. 5.4 se observan los primeros ordenes de los polinomios de

Meixner en su forma reducida.
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Ordenn
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m, (x) reducidos
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Figura 5.4: Polinomios de Mexnier reducidos de orden n=0,1,...,9, N=100, ©=0.43,
£=14.

5.3.5. Cdlculo de los polinomios de Charlier en su forma reducida

De igual forma se puede realizar la reduccién del célculo los polinomios Charlier

c%(x), donde se tiene que,

BxD -n+1- V3

*D _ (@on WV (5.25)

A —al
B _(:Jc—n—l—l—al)\/a
- al\/ﬁ ’

mientras que para,
af
A - —al ’ '

sustituyendo las Ecs. (5.25) y (5.26) en la relacién de recurrencia de la Ec. (5.2) y

reescribiendo la ecuacién se obtiene,

V(o) = - B P, )
[CARVAL)
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Los valores de A,, y B, para el cdlculo de los polinomios de Charlier a partir de la
Ec. (5.27) estéan dados por,

A, = /n, (5.28)

r—n+1-a1)/a
B, = ! 1)ﬁ, (5.29)
a
y ¢t (z) y ¢i*(z) son los valores iniciales de os polinomios de Charlier, mostrados en
la Ec. (3.36). En la Fig. 5.5 se observan los primeros érdenes de los polinomios de

Charlier en su forma reducida.

¢,(x) reducidos

L L e e N S N S B
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.5: Polinomios de Charlier de orden n=0,1,...,9, N=100 y a;=1.

5.3.6. Cadlculo de los polinomios de polinomios de Racah en su forma
reducida

Los polinomios de Racah presentan mayor problema de precisién numérica en sus
célculos. En la Seccién 3 se analizé el cdlculo de los polinomios de Racah, los cuales
hacen uso de la relacién de recurrencia de la Ec. (3.41) y sus valores iniciales en
la Ec. (3.39). Su mayor problemédtica esta en la definicién de su norma y peso que
utilizan, debido a que emplean operaciones con mayor complejidad como factoriales
y la funcién gamma. Una forma de reducir este tipo de operaciones es mediante la

funcién de pochhammer (u), [6], [7], la cual estd dada por,
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I'(u+k)
[ (u)

Por otra parte, la funcién factorial puede expresarse en términos de la funcién

(wp=u(u+1)(u+2)..(ut+k—-1)= (5.30)

gamma de la siguiente forma,

T(n) = (n— 1)\, (5.31)

La funcién de peso de la Ec. (3.46) expresada en funciones gamma, estd dada de

la siguiente forma,

F(s—a—l—ﬁ—i—n—i—l)*I‘(N—i—a—s)*
F'(s—a+1) I'(N—-s—n)
F(a+s+n+1)*F(N+oz+s+n+1)
F'a—pB+s+1) '(N+s+1) ’

Pn(S) (5.32)

de esta manera se puede eliminar las funciones gamma remplazandolas por la funcién

de Pochhammer. El primer término de la Ec. (5.32),

F'(s—a+p+n+1)
'(s—a+1)

se puede representar como una funcién de Pochhamer como en la Ec. (5.30) donde,

u+k = s—a+pB+n+1,

u = s—a+1.

El valor de k se obtiene,

k= (u+k)—u=s—a+p+n+1—(s—a+1),
= f+n,

por lo tanto el primer término de la Ec. (5.32) expresado como una funcién de

Pochhamer definida como
(S —a+ 1)5+ﬂ7

realizando el mismo procedimiento para el resto de los términos de la Ec. (5.32), se

puede definir de la siguiente forma

pu(s) = (s —a+1)gn(N —s = n)agn(a—B+5 = nig(N+ s+ 1agn  (5.33)
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Otro problema de precisién numérica durante el cédlculo de los polinomios de Racah
es en la relacién de recurrencia. El uso de la norma donde en la Ec. (3.41) se observa

. dp— dp— . . .
operaciones como == y “5=2, las cuales incluyen operaciones gamma y factoriales
n n

mostradas en la Ec. (3.45). La reduccién de

dn @t Br2—1+1))mn—(N—a—(mn—1)—1) (5.34)

\/P(a+N+a+(n—1)+1)F(N—a+a+ﬁ+(n—1)+1)*

dny \/ T(a+(n—1)+1)T(B+(n—1)+1)

T(atN-B—(n—1)T(atB+(m—1)+1)

*

(a+pB+2n+1)n(N—a—n—DT(a++n+1)
Fla+n+H)T'(B+n+1)T(N—a+a+n+1)

\/ I'la+N—-p—n)

F'a+N+a+n+1)

se utiliza la reduccién mediante factoriales y funciones gamma de la Ec. (5.31), es

posible reducir la expresién de la siguiente manera,

3
@ = def:<a+5+2“>\/nmfﬁiifjﬁﬁmm* (5:35)
1
\/(B+n)(a+ﬁ+n)(a+ﬂ+2(n+1)+1)*
1
\/(a—i—N—i—a—l—n)(N—a—n)(a—l—N—n)
de igual forma con
dn—2 _ I'(a+(n—-2)+1)T(B+(n—2)+1) ) (5.36)
dp  \V(@+B+2n—2)+1)(n—-2)(N—-a—(n—2)—1) ‘

F(a+N+a+(n—2)+1)F(N—a+oz+ﬁ+(n—2)+1)*
Tt N—f—(n-2)T(a+B+(n-2+1)

(a+B+2n+1n!(N—a—n—1)T(a+B+n+1) §
Fla+n+)I'(B+n+1)I'(N—-—a+a+n+1)

Fla+N+a+n+1)

\/ I'(a+N—p—n)

nuevamente, utilizando la propiedad del factorial y gamma Ec. (5.31), realizando el
procedimiento anterior se puede reducir la expresién de la Ec. (5.36) de la siguiente

manera,
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5. Cémputo de momentos ortogonales discretos

B (a+B+2n+1)°

@ = d _(a+ﬁ+2n)*\/(N—a—i—oz—l—ﬂ—i—n)(a—i—n)(a—i—n—l)
\/ (n—1)
n(N—a+a+p+n—-1)B+n—-1)(a+p+n)(N—a—n)

(5.37)

*¢ (a+B+n—1)
(N—a—n—-1)(a+N—-8-n)a+ N—-F—-n—-1)(+n)

1
>k\/(a—|—]\f—|—04+n)(a—|—N—i—oz—i—n—1)(04—i—ﬂ—i—2(n—1)—i—1)’

sustituyendo las Ec. (5.35) y (5.37) en la relacién de recurrencia de la Ec. (3.41) y
reescribiendo la ecuacién se obtiene la relacién de recurrencia para el cdlculo de los

polinomios de Racah como,

N(avﬁ) N(avﬁ) N(avﬁ)
U, (s,a,b)=B,diU,_; (s,a,b) + Cnd2U,_5 (s,a,b), (5.38)

~ (azﬂ) ~ (Q)B)
donde U,,_; y U, _y son los valores iniciales de los polinomios de Racah, mostrados

en la Ec. (3.39). En la Fig. 5.3 se observan los primeros ordenes de los polinomios de

Racah en su forma reducida.

0.5 4
] Orden n

0.4+

0.3

] l ——n=3

g - sz T | s

S o i ”‘!‘»”0"@}"%’"}“' -

X LR
N |

Figura 5.6: Polinomios de Racah de orden n=0,1,...,9, N=50, a=0.1,5=0.5 y a=1.
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5.4. Reconstruccién de imagenes de color

La relacién de recurrencia modificada obtenida anteriormente para los polinomios
ortogonales discretos presentan ventajas como la disminucién de los tiempos computa-
cionales en el cdlculo de momentos para eliminar el uso de operaciones de mayor com-
plejidad y reducir el niimero de operaciones durante el cédlculo.

En la tabla 5.1 se muestra una comparacién del nimero total de operaciones
(sumas, restas, mutiplicaciones y diviciones) realizadas para cada familia de polinomios

mediante las diferentes relaciones de recurencia.

Nimero de operaciones para el cdlculo de polinomios discretos

Polinomios Calculo de Zhu et al.[2] | Célculo propuesto
Tchebichef ;n(a:, N) 33 15
Krawtchouk k,(x;p, N) 30 13

~(a,b)
Hahn h,, (z;N) 125 55
Meixner %f’u) (x) 32 13
Charlier Egl () 10 5

~ (azﬁ)

Racah U,, (s,a,b) 174 115

Tabla 5.1: comparacién del total de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones
utilizadas durante el célculo de los polinomios de Tchebichef, Krawtchouk (0 <p <1),
Hahn (a >0, b >0), Meixner (8 >0, u <1) y Carlier a; >0

Como se puede ver el nimero de operaciones utilizadas se reduce notablemente.
Otra ventaja de la reduccién del célculo de los polinomios es la obtencién de momentos
de mayor tamafnio N y mayor orden n sin afectar la condicién de ortogonalidad. En
la Tabla 5.2, se muestra la comparacién del orden n y tamafios N méximos obtenidos
para cada familia de polinomios. Utilizando la reduccién del cémputo, aumenta el

orden y tamafio que se pueden obtener.
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Comparacién de los 6rdenes n y tamano N para el cdlculo de
polinomios discretos que cumplen con la condicién de ortogonalidad
Polinomios | Parametros Célculo de Zhu Célculo
et al.[2] propuesto
Tchebichef N 5000 5000
(2 N) n 500 600
Krawtchouk N 170 5000
Fen(2:p, N) n 160 300
Hahn N 165 5000
fo’b) (z; N) n 110 700
Meixner N 155 5000
20 ) n 50 90
Charlier N 150 5000
e (@) n 33 34
Racah N 55 5000
Nfﬁ) (s, a,b) n 40 400

Tabla 5.2: Comparacion de datos de Tamano y orden maximos para los polinomios de
Tchebichef, Krawtchouk (0 <p <1), Hahn (a >0, b >0), Meixner (8 >0, u <1) y
Carlier a; >0

De igual forma, la reducciéon propuesta mejora la precisién de reconstruccion de
imagen. Gracias a la obtencién de polinomios con mayores dimensiones es posible
obtener reconstrucciones de imagen de mayor tamafio. Para probar esto, se muestra
la reconstrucciéon de la imagen de la Fig. 5.7 con un tamano de 256 x 256 pixeles.
En la Fig. 5.8 se muestra su reconstruccién utilizando diferentes érdenes y familias de

momentos.

Figura 5.7: Imagen de 256256 pixeles, para la reconstruccién de una imagen de color
mediante el calculo propuesto.
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Reconstruccion de imagenes de color utilizando momentos de Krawtchouk,
Tchebichef, Hahn, Meixner, Charlier y Racah con diferentes érdenes
n=10 n=50 n=90 n=127

Krawtchouk
con p=0.5

Tchebichef

Hahn con
a=b=10

Meixner

p=0.1y
p=14

Charlier
con a;=1

Racah con
a=1a=0.1y
B=0.5

Figura 5.8: Reconstruccién de una imagen a color utilizando las familias de momentos
de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn, Meixner y Charlier, con diferentes érdenes.
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Para evaluar la eficiencia del cdlculo de los momentos se puede utilizar la métrica
de reconstruccion basada en el error de reconstruccién de imagen normalizada (NIRE),
el cual se define en las Ecs. (4.19) y (4.20). En la Fig. 5.9 se muestra la grafica de los

resultados de error NIRE obtenidos de la reconstruccién de la imagen utilizada.

' —a— momentos de Tchebichef
* %0 ve —e— momentos de Krawtchouk
0.8 - K : —a— momentos de Hahn
\ —v— momentos de Meixner
—&— momentos de Charlier
06 1 —<— momentos de Racah

NIRE
Py

0.4 4

|1

1 T 1T T T T 1T 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Ordenn

Figura 5.9: Gréfica del error obtenido de la reconstrucion mediante la reduccién del
célculo de los momentos de Tchebichef, Krawtchouk con p=0.5, Hahn con a=b=10,
Meixner con u=0.43 y 5=14, Charlier con a;=1 y Racah con a=1, «=0.1 y =0.5.

Como se puede observar en las Figs. 5.8 y 5.9 la reconstruccién de la imagen
es diferente para cada una de las familias de momentos utilizadas. Algunas de estas
presentan un mejor desempeno que otras, en este caso la familias de momentos de
Tchebichef, Hahn son la que presentan mejores resultados en comparacién con los

momentos de Krawtchouk, Meixner y Charlier.
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Capitulo 6

Ortogonalizacién de
Gram-Schmidth

6.1. Introduccién

El nicleo de los momentos discretos se calculan utilizando ecuaciones de
recurrencia, lo que conduce a la propagacién y acumulacién de errores numéricos para
momentos de alto orden o en imdgenes de gran tamano. El cémputo de polinomios
ortogonales produce algunas dificultades técnicas relacionadas con el cdlculo de
momentos, especialmente con la exactitud y eficiencia. Esto significa que sin la
precisién adecuada, algunas propiedades de los momentos como la ortogonalidad se ven
afectadas. Por otra parte, estos errores presentan un efecto negativo durante el anilisis
de imdgenes y su reconstruccién. Algunos intentos para resolver los problemas de
inestabilidad numérica incluyen soluciones indirectas tales como el uso de un esquema
en bloque para realizar la reconstruccién en sub secciones de la imagen, lo que evita
la necesidad de utilizar momentos de ¢rdenes superiores [1]. En este caso se utiliza el
proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmith para la conservacién de la propiedad de

ortogonalidad durante el cédlculo de momentos de altos érdenes.

6.2. Proceso de Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

Este método fue desarrollado por los matemdticos Jorgen Gram (1850-1916), y
Erhardt Schmidt (1876-1959)[2]. El proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt
es un algoritmo que se utiliza para construir un conjunto de vectores ortonormales, a
partir de un conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio vectorial
(usualmente, el espacio R), a otro conjunto ortonormal de vectores que genere el mismo

subespacio vectorial. Este método estd basado en normalizaciones (vectores unitarios),
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

asi como proyecciones de un vector sobre otro para obtener vectores ortogonales.
Cuando se tiene solamente dos vectores linealmente independientes, { 5\1,52}. En
este caso, para obtener un sistema ortogonal a partir de estos vectores sélo se sustituye
’lTQ por su componente transversal respecto a 1)41, de manera que pasamos de la base
{ 5\1,?2} a la base ortogonal {a,@} definiendo como [3], [4]:

NN [N

Uy = vi,

LN —\ —\

up = vy — proy; (va).
Esto puede repetirse el nimero de veces que sea necesario para convertir cualquier
conjunto libre de vectores en un conjunto ortogonal. En general, si R* = { V1, vg}
es un sistema de un conjunto de vectores linealmente independientes, los vectores

ortogonales {ui, 172} estan definidos por;

Uy = vi,
Ui+l = Vi1 — PTOYR, (Uz‘+1) )
_ = V41 " Ul — Uil " U —
= Vi1 = | ——m = | UL — . — | ——=——= | "Uy;.
U - U1 Usj + Uj

Si se tiene un conjunto de k vectores linealmente independiente { 5\1, ?2, ?3, e ?k}
de un espacio vectorial R, el proceso de ortogonalizacién se puede realizar mediante el
siguiente procedimiento [5], [6]:

Paso 1: Se define un vector unitario &1 en la direccién del primer vector de base
(Fig. 6.1a ).

RN

A o V1
vl

Uy =
Paso 2: Se obtiene un vector us ortogonal al vector ug

[N RN

Uy = vg —proyil(vz)-

Paso 3: Se define un vector unitario @2 en la direccién del vector uy de base (Fig.
6.1Db).

RN

A U2

| wall
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

(a) (b)

. . . . ., . A . s s
Figura 6.1: a) Vector unitario en direccién de vi, b) Proyeccién de uy de direccién de
Va.

Paso 4: Repitiendo el paso 2 y 3 se obtiene un vector unitario 1AL3 ortogonal a la
base (Fig. 6.2).

JEEN

v3 —297”0%;1 u;('”3)

U3 = —< — .
|vs —proy- - (v3)]]
ui,u2

- - A
Figura 6.2: Proyeccién de vector unitario ug en vs.

Paso k: el proceso de ortogonalizacién se continua hasta definir el vector k, de

manera que es podemos definir como,

k—1
Ujﬂ = 1}7{3 - Zproyui (ﬁ) ’ para k> 1)
=1

de esta manera es posible obtener un conjunto de vectores ortogonales.
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6.3. Coémputo de momentos con Gram-Schmidt

Al utilizar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt durante el cdlculo de
momentos, permite solucionar el problema de la inestabilidad numérica cuando se
utilizan momentos de altos ordenes, ya que a que la propiedad de la ortogonalidad
no se ve afectada. Una manera de expresar el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt de forma explicita es por medio de un pseudocédigo como el que se muestra

en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 : Algoritmo para el proceso de ortonormalizacion de

Gram-Schmidt de una base polinomial (P).

1: Funcion Ortogonalizar(P)
2 w0
3: 10

4 Para v de P hacer
b5: U <— v
6: j<0
7: Mzientras © > j
8: u «— u — Proy(v, Pj)
9: je—j+1

10: Wi — U

11: te—i+1

12: devolver w

De acuerdo con el pseudocddigo del Algoritmo 1 y utilizando el cédlculo de los
polinomios mencionados en la Secciéon 5. El cémputo de las diferentes familias de

polinomios ortogonales discretos clésicos.

s Polinomios de Tchebichef

Los polinomios de Tchebichef se puede obtener mediante el Algoritmo 2. En la Fig.
6.3 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Techebichef que

fueron obtenidos utilizando el proceso de ortogonalizacion.
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

con el proceso de Gram-Schmidt.

Algoritmo 2 : Ortonormalizacion de los polinomios de Tchebichef

2: Ap_q1 — N2371
3: 1 (SB,N) — ﬁ

4 ta (@ N) — 3xty (23 N)
5: forn=2to N—-1do

) N2_n2
6 An =/ GrrDEe—D

Ap
8: A1 A,

9: T (x;N) « tpy1 (z;N)
10:  for k=0 ton do

1: By —2r—N+1VY2=0,1,2,...,N — 1

7t (23 N) — Boty, (2 N) — 45=Lt, g (25 N)

11: bt (23 N) e by (25 N) = [ SN T (05 N) 1y (a:;N)] e (23 )
12: end for
N-1
13 he Z tni1 (z; N))?
x=0
14: tpyr (T N) — ’%ﬂlﬂ
15: end for
0.30 4

t (x) con Gram-Schmidt
s s o
8
1

<=-0.15+

A
%*f&%{@

,yiﬁ
Il

i

2

T
80 90 100

Figura 6.3: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Tchebichef con ortogonalizacién

de Gram-Schmidt con N=100.
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s Polinomios de Krawtchouk

Los polinomios de Krawtchouk se puede obtener mediante el Algoritmo 3. En la
Fig. 6.4 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Krawtchouk

obtenidos utilizando el proceso de ortogonalizacion.

Algoritmo 3 : Ortonormalizacién de los polinomios de Krawtchouk

con el proceso de Gram-Schmaidt.

1: By — x‘"*%f‘f“*” Vo =0,1,2,...,N — 1
p(1—p
2: Ap_1 — VN

1z (1_n\N—2
3: k1 (l‘; N) — N.z;!((]l\/fg)g

b b (@3 N) o (=p(N = 2) + (1 — p)) s /SR LLERT 2
5: form=2to N—1 do

6:  Ap«— \/m

7 kgt (@ N) = Brky (a3 N) = o (43 N)

8 Ap_1+ A,

9: K (x;N) < kpy1 (z;N)
10:  fori=0ton do

11: kni1 (3 N) — kpy1 (2 N) — [ZQ\SK(%;N) ki (z;N)| x t; (3 N)
12:  end for
N—-1

13 hoe | Y [k (25 N)P?

=0
14 kpy1 (2 N) <
15: end for

kn+1(z;N)
h
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k.(x) con Gram-Schmidt

T T T — T
60 70 80 90 100

Figura 6.4: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Krawtchouk con ortogonalizacién

de Gram-Schmidt con N=100, p=0.5.

= Polinomios de Hahn

Los polinomios de Hahn se puede obtener mediante el Algoritmo 4. En la Fig.

6.5 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Hahn obtenidos

utilizando el proceso de ortogonalizacién.

0'30_- Orden n
0.25 n=0
0.20 4 n=1
TR 125 - NP v
£ 010 TRt Q‘ﬁ R
5 00510 A AL VAR T IR
Rk, MO R

T T
60 70 80 90 100

Figura 6.5: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Hahn con ortogonalizacién de

Gram-Schmidt con N=100, a=10 y b=10.
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Algoritmo 4 : Ortonormalizaciéon de los polinomios de Hahn con

el proceso de Gram-Schmidt.

. —b+2n—2 | (b*—a?)(a+b+2N) _
1: B, + ¢ -i;ln 4 4(¢f+bj:2nf2) Vr=20,1,2,...,N —1
. (a+b+1)(a+1)(b+1)(N—1)(a+b+N)
2: Ap_1 — \/ aThre
. (a+1),(a+b+1)
3: h]_ ($, N) «— (]VETH

b e (@i N) = (a+b+2)a = 0+ 1) (N = 1)/ rmprntyeim e
5: forn=2to N —1 do
6: A \/n(a+b+n)(a+n)(b+n)(N7n)(a+b+N)

a+b+2n

7. hpyr (2 N) — %hn (z;N) — AA‘;l hn—1 (x; N)
8: A, 1 — A,
9:  H(xz;N) « hpt1 (z;N)
10:  for k=0 ton do
1 g (@ N) = g (2 N) = [ 205 H (2 N) B (2 N)| g (2 N)
12:  end for

N-1
13 L (| ) [l (23 N)]

z=0
1 By (w3 N) o el
15: end for

s Polinomios de Meixner

Los polinomios de Meixner se puede obtener mediante el Algoritmo 5. En la Fig.
6.6 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Meixner obtenidos

utilizando el proceso de ortogonalizacion.
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Algoritmo 5 : Ortonormalizacion de los polinomios de Meixner

con el proceso de Gram-Schmidt.

1: By, o St O g = 01,2, N~ 1
2: Ap_1 — /B

@ (@ V) = - )P

s wo (s N) — (B+x — %) % \/“x('?;xl)'l) M(lﬁu)f’

: forn=2to N —1do

Ay —/n(f+n—-1)

Wt (23 N) — %wn (x;N) — A;{:wn_l (z; N)
Ap1 — Ay

Q(z;N) — wpt1 (z;N)

10:  for k=0 ton do

o

11: Wnt1 (3 N) — wpp1 (23 N)— Zi\[;()l Q(z; N)wg (z; N) | xwy (x; N)
12:  end for
N-1
13:  h« Z [@Wnt1 (z; N)]?
=0
1 @ (33 N) o« el
15: end for

Orden n
n=0
n=1

(x) con Gram-Schmidt

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 6.6: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Meixner con ortogonalizacién de
Gram-Schidt con N=100 , 4=0.43 y g=14.
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s Polinomios de Charlier

Los polinomios de Charlier se pueden calcular mediante el Algoritmo 6. En la Fig.
6.7 se muestran los primeros ordenes de la familia de polinomios de Charlier obtenidos

utilizando el proceso de ortogonalizacion.

Algoritmo 6 : Ortonormalizacion de los polinomios de Charlier

con el proceso de Gram-Schmidt.

1 By e VI vy — 0,109, N~ 1
2: Ap_q1 1

—a €T
e “laj

3: 1 (z;N) I

—a x+1
e “laj

4: co(x; N) — B2

al !

c form=2to N —1 do

Ap = Vn

Cnt1 (23 N) — %Cn (v;N) — AZ;ICn—1 (x;N)
A, — A,

C(z;N) « cny1 (3 N)

10:  for k=0 ton do

<

1 enin (@3 N) = st (05N) = |05 O (@5 N) e (a5 V) x e (a5 N)
12:  end for

N-—1
13 he | Y [ensa (2 N

x=0

14 cpyr (3 N) — %hxm

15: end for
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¢,(x) con Gram-Schmidt

Figura 6.7: Primeros 10 orde

nes de los polinomios de Charlier con ortogonalizacién de

Gram-Schmidt con N=100 y a;=1.

s Polinomios de Racah

Los polinomios de Racah tambien son calculados mediante el Algoritmo 7. En

la Fig. 6.8 se muestran los

primeros ordenes de la familia de polinomios de Racah

obtenidos utilizando el proceso de ortogonalizacién.

u,(x) con Gram-Schmidt

n=3

]
“SREl
AL

S
Al

n=7

e
A

N
<)

Lae o

Figura 6.8: Primeros 10 ordenes de los polinomios de Racah con ortogonalizacién de
Gram-Schmidt con N=50, a=0.1, 5=0.5 y a=1.
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

Algoritmo 7 : Ortonormalizacion de los polinomios de Racah con

el proceso de Gram-Schmidt.

(a+1)(B+1)(N—a+a+B+1)(a+N+a+1) (a+8+1)(N—a)
a+B+1

~

Cawy —
I'(a+1)D(8+1)

2: d(z) — (N - a)a+5+1 (a+N - B)a—s—l—s—ﬁ I(a+B8+1)(a+5+1)

3: PnS (S —a+ 1)B+n (N — 5= n)aJrn (CL + ﬁ +s+ 1)n+,3 (N Ts+ 1)a+n
4: up (z; N) «— 7(28218)27(5)

5: df « (N —a— 1)a+5+3 (a+ N — 1)a+3+5 p(gicéfz))r(ffﬁs)

6: ug (x; N) ﬁx(fﬂs/g}ﬁ(é__lfp) (25+dl§)p(8)

7 forn=21to N —1 do

(a+n)(B+n)(N—a+a+B+n)(a+ N+a+n)(a+S+2(n—1)+1)(N—a—n-+1)
n(a+pB+n)
9: Uny1 (3 N) — up (2 N) — Flug—q (23 N)

10: W1 < W
11: U (x;N) < ups1 (x; N)
12: fork=0ton do

8: Wy «—

13: Upt1 (T3 N) — tpy1 (3 N) — Zi\[:—ol U (z; N) ug, (z; N)] X ug (z; N)
14:  end for
N-1
15:  h Z [Uns1 (z; N)]?
=0
16:  Upyq (3 N) u"%(xm
17: end for

6.4. Reconstruccion de imagenes de gran tamano

La implementacién del proceso de ortogonalizacién en los polinomios ortogonales
discretos permite cumplir con la condicién de ortogonalidad y eliminar la acumulacién
de error numérico durante el cédlculo de momentos con altos ordenes, esto significa
que brindan un mejor desempeno en la reconstruccién. Por otra parte, el cédlculo
obtenido mediante la reduccién de términos y la utilizaciéon de la ortogonalizacién
de Gram-Schmidt, permite aumentar el orden y tamano sin afectar la condicién de
ortogonalidad. En la Tabla 6.1 se muestra la comparacién de los 6rdenes n y tamano
N méximos obtenidos del cémputo propuesto por Zhu [7], el cédlculo reducido y con el

proceso de Gram-Schmidt.
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

Comparacién de los 6rdenes n y tamano N para el cdlculo de
polinomios discretos que cumplen con la condicién de ortogonalidad
Polinomios | Parametros Célculo de Célc?lo Cag:all?nfon
Zhu et al.[7] reducido schmith
Tchebichef N 5000 5000 5000
t(z; N) n 500 600 5000
Krawtchouk N 170 5000 5000
En (23, N) n 160 300 5000
Hahn N 165 5000 5000
e n 110 700 5000
Meixner N 155 5000 5000
2O () n 40 90 5000
Charlier N 150 5000 5000
o (z) n 33 34 5000
Racah N 55 5000 5000
5,(?’5) (s, a,b) n 40 400 5000

Tabla 6.1: Tabla de comparacién de datos de Tamano y orden méximos para los
polinomios de Tchebichef, Krawtchouk (0 <p <1), Hahn (a >0, b >0), Meixner (5
>0, u <1) y Carlier a; >0

También, el proceso de ortogonalizacién mejora la precisién de reconstruccién de
imagen gracias a la obtencién de polinomios con mayores dimensiones. Para probar
esto, se muestra en la Fig. 6.9 la reconstruccién de imdgenes con dimensiones de 4800
x 2560 pixeles y resolucién de 72 ppp. En la Fig. 6.10 se muestra la reconstrucciéon de

imdgenes a color con diferentes familias de momentos y ordenes.

Figura 6.9: Imagen de prueba para la reconstrucciéon de imagen de gran tamano.
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

Reconstruccién de imagenes de color utilizando momentos de Krawtchouk,
Tchebichef, Hahn, Meixner, Charlier y Racah con diferentes érdenes
n=50 n=150 n=300 n=500

Krawtchouk
con p=0.5

Tchebichef

Hahn con
a=b=10

Meixner
pu=0.1y
B=14

Charlier
con a;=1

Racah con
a=1a=0.1y
B=0.5

Figura 6.10: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de iméagenes utilizando
diferentes familias de momentos.
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6. Ortogonalizacién de Gram-Schmidth

De igual forma para evaluar la eficiencia del célculo de los momentos se puede
utilizar la métrica de reconstruccién basada en el error de reconstruccién de imagen
normalizada, la cual se define en la Ec. (4.19) y (4.20). En la Fig. 6.11 se muestra la
grifica de los resultados de error obtenidos de la reconstruccion de la imagen utilizada.
Como se puede observar en las Figs. 6.10 y 6.11 la reconstruccién de la imagen es
diferente para cada una de las familias de momentos utilizadas. Algunas presentan un
mejor desempeno que otras. En este caso, la familias de momentos de Tchebichef, Hahn
y Racah son los que presentan mejores resultados en comparacién con los momentos

de Krawtchouk, Meixner y Charlier.

1.0 PG GG GO O OSSP S OGS S S S S GGG S SS9

0.8

0.6
momentos de Tchebichef
momentos de Krawtchouk

—4&— momentos de Hahn

—W— momentos de Meixner

0.4 4 —@— momentos de Charlier

—4— momentos de Racah

NIRE

0.2

0.0

-——¥7FF7—7
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Orden n

Figura 6.11: Gréfica obtenida del error de reconstruccién utilizando altos ordenes de
los momentos de Tchebichef, Krawtchouk con p=0.5, Hahn con a=b=10, Meixner con
1#=0.43 y =14, Charlier con a;j=1 y Racah con a=1, a=0.1 y 8=0.5.
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Capitulo 7

Implementacién de marca de
agua con momentos ortogonales

discretos

7.1. Introduccién

Actualmente, la tecnologia de marca de agua digital es considerada como una
solucién para prevenir el uso incorrecto de la informacién. En la tdltima década se
han propuesto algoritmos de marca de agua para proteger los derechos de autor de
objetos multimedia como imagenes digitales, clips de audio y video. Se han desarrollado
diferentes algoritmos para la implementacién de marca de agua de imagen en los
iltimos anos, tanto en dominios espaciales como en frecuenciales. Sin embargo, la
cantidad de produccién multimedia digital aumenta exponencialmente, de igual forma
que la vulnerabilidad y por consecuente aumenta la necesidad de mejores y mas
avanzadas técnicas para marcar con agua los objetos digitales multimedia.

El rdapido crecimiento de las tecnologias multimedia digitales trae gran atencién
al campo de la autenticacién digital. La marca de agua digital se ha reconocido
ampliamente como una medida eficaz para proteger los derechos de autor de los datos
multimedia.

En este trabajo se presenta un algoritmo, el cual permite realizar el cifrado y
descifrado de una imagen en escala de grises y de color en un video mediante el uso
de los momentos ortogonales discretos con el fin de proteger informacién brindando
mayor seguridad y confidencialidad del mismo. También, puede marcar el video con
una imagen oculta de derechos de autor, de igual forma se muestran los resultados
obtenidos al encriptar imdgenes de prueba en un video y la recuperacién de la imagen

encriptada, asi como sus error de reconstruccién utilizando los momentos ortogonales

José Saitl Rivera Lépez UPT 95



7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

discretos de tres diferentes familias de polinomios ortogonales.

7.2. Marca de agua en video

Hoy en dia se han implementado nuevas técnicas para proporcionar seguridad,
confidencialidad, integridad y autenticaciéon. Los momentos han sido utilizados para
la marca de agua en pequenas imégenes binarias [1]. En la mayoria de los trabajos
relacionados con la encriptacién de informacion hace referencia a la insercién de marca
de agua en una imagen. En este trabajo, se utiliza este principio para realizar el cifrado
de una imagen en una secuencia de video.

Un video se puede definir como una secuencia o sucesién de imégenes presentadas
a una cierta velocidad caracterizada por el niimero de imdgenes por segundo expresada
en FPS (cuadros por segundo) como se muestra en la Fig. 7.1. Algunos estdndares de
origen europeo PAL(Phase Alternating Line o “Linea de Fase Alternada”, en espanol) y
SECAM( Sequentiel Couleur a Memoire o “Color secuencial con memoria”, en espanol
) especifican 25 cuadros por segundo, mientras que NTSC( National Television System
Committee o “Comité Nacional de Sistema de Televisiéon”, en espanol) especifica 29,97
cuadros por segundo [3]. Para lograr la ilusién de una imagen en movimiento, la
velocidad minima de carga de las imdgenes es de unas quince imdgenes por segundo,
sin embargo, el ojo humano puede distinguir movimiento mucho més fluido por encima

de los 48 fotogramas por segundo.

Video Secuencia de video en
color (FPS)

-- i - -' --- .-
i - ----'--- -
'- -- -- -'-

Figura 7.1: Representacién de un video en una secuencia de imégenes.
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7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

7.2.1. Algoritmo propuesto para la marca de agua en video en escala

de grises

A continuacién se presenta un algoritmo, el cual permite realizar el cifrado
y descifrado de una imagen en escala de grises en video utilizando momentos
ortogonales discretos con el fin de proteger informacién brindando mayor seguridad y
confidencialidad del mismo.

La encriptacién de una imagen se propone de la siguiente manera:

Paso 1: Se toma el primer cuadro f(x,y) de la secuencia de video y lo divide en

bloques n X m como se puede apreciar en la Fig. 7.2.

Cuadro@e@ideo Cuadro@e@ideoividido@Enbloques Blogue

Figura 7.2: Divisién de la imagen de video en bloques.

El nimero de cuadros utilizados es igual al nimero de bloques de la imagen a
encriptar.

Paso 2: De manera similar como se muestra en la Fig. 7.3, se divide la imagen a
encriptar g(M, N) en bloques de i X j con una relaciéon dei = M /(8xm)y j = N /n,

los cuales contienen los valores de intensidad de la imagen a encriptar.

Imagen dividida Blogue de
en bloques la imagen

Imagen a encriptar

j=N/n

Figura 7.3: Divisién de la imagen a encriptar en bloques.
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7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

Paso 3: Una vez obtenido el bloque de la imagen, se convierte cada nivel de
intensidad del bloque a su equivalencia en nimero binario, teniendo como resultado

una matriz ;g ; como se observa en la Fig. 7.4.

Blogue de Valores de intensidad binarios
la imagen

Figura 7.4: Obtencién de valores de forma binarios del bloque.

Paso 4: Posteriormente se calcula los momentos de cada uno de los bloques del

cuadro de la imagen como se muestran en la Fig. 7.5.

Blogue del Momentos
cuadro del video ortogonales
-126.8 | -232.3 -45.89

5609 | -8.91 67.45

n — 8208 | 655 | . 8712
32.34 | 5608 37.87
¢ $o0
m

m

Figura 7.5: Cédlculo de momentos del bloque.

Paso 5: Para insertar cada valor binario de la matriz ;s ; al bloque del cuadro

P s€ utiliza la siguiente condicién de la Ec. (7.1),

Z.f{fi,j =0 — ¢dgg :¢9,9+”} (7.1)

Lij=1— ¢9,9 = ¢9,9 - v
donde v es un valor numérico que permite realizar la encriptacién. El proceso se

muestra en la Fig. 7.6.
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Valores de intensidad

Momentos
binarios ortogonales
'fi.j' ’ 1265 | -232.3 45,58
¢’ 5609 | -8.51 6745
= @99tV n
_ -850.B | 6535 8712
= (gg—V 5
32.34 | 5609 a7
¢-¢'9,9
m

Figura 7.6: Encriptacién de la imagen.

Paso 6: Una vez insertada parte de la informacién de la imagen, se realiza la

reconstruccién de cada bloque con los momentos marcados y los devuelve a su posicién

original como se muestra en la Fig. 7.7.

Reconstruccién@eldbloqueoni@nformacion@ncriptada

M’

Figura 7.7: Recuperacién del bloque del cuadro del video.

Paso 7: Finalmente, en la Fig.7.8, se puede ver que se obtiene nuevamente el

cuadro del video pero con una parte de la imagen encriptada.

Cuadro@e@ideo@ecuperado@on@nformacion@ncriptada

N,

N;

M’

Figura 7.8: Recuperacion del cuadro de video.

Una vez terminado el primer cuadro del video se repite lo mismo para los siguientes

cuadros.
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La recuperacién de la imagen encriptada puede ser considerado como el proceso

inverso para realizar la encriptaciéon de la imagen, utilizando el video con la imagen

encriptada.
El proceso de desencriptacién de una imagen esta dado de la siguiente manera:

Paso 1: Se toma el primer cuadro de la secuencia de imdgenes del video con la
informacién de la imagen encriptada para realizar la divisién por bloques como se ve

en la Fig. 7.9 |

Cuadro@eideo@oninformacién Division@el@uadro@e
defa@magenncriptada. video@nmloques

Figura 7.9: Divisién del cuadro de video con la imagen encriptada.
Paso 2: Se obtiene el cédlculo de los momentos de cada bloque como se muestra en
la Fig. 7.10.

Bloque del cuadro Momentos ortogonales del
de video bloque

1268 -323| .. | 4589
5600 | 891 | .. |67.45
— |88 | 655 | . |g22|n’
. 3234|5609 | . |[3787 |
. $9,9
m’ m

Figura 7.10: Célculo de momentos del bloque.
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Paso 3: Se recuperan los valores binarios de los valores de intensidad de la imagen

encriptada utilizando los momentos obtenidos de cada bloque y la siguiente condicién

de la Ec.(7.2),

o700 -

¢9’9 <0—>Ill,] = 1

mediante el proceso mostrado en la Fig. 7.11.

Momentos ortogonales Valores de intensidad del
del bloque bloque
[/ =
1268 2323 | .. | 4589 L] t1
5600 | 891 | .. | 6743 ;
8908|655 | . |E7.02|p i ¢9r9>0 _’Ifjfzo —_
' —
Poe<0 =T1;=1
323¢ | 5609 | .. | 3787
— M3
ml

Figura 7.11: Recuperacion de la imagen encriptada.

Paso 4: Una vez obtenida la matriz de valores, se recupera cada bloque y se
ubica en la posicién correcta. Realizando el mismo procedimiento para el nimero de
cuadros que fueron utilizados para insertar la imagen completamente se puede obtener

la imagen que fue encriptada, como se puede ver en la Fig. 7.12.

Bloque Reubicacion Imagen@ecuperada
recuperado detbloques

Figura 7.12: Recuperacién de imagen encriptada.
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7.2.2. Algoritmo propuesto para la marca de agua de video en color

De igual forma es posible utilizar el algoritmo propuesto para realizar el cifrado y
descifrado de una imagen de color en video mediante el uso de los momentos ortogonales
discretos. Tomando en cuenta que una imagen de color estd compuesta por sus tres
canales RGB (Red, Green y Blue) se puede realizar la encriptacién de una imagen

de color, modificando el algoritmo propuesto.

El algoritmo modificado comienza de la siguiente manera:

Paso 1: Se toma el primer cuadro imagen f(z,y) de la secuencia de video y la
descompone en sus tres canales RGB como se muestra en la Fig. 7.13, igualmente se

realiza para la imagen a encriptar como se muestra en la Fig. 7.14.

Video Cuadro@leMideo@®niolor CanalesRGB

Figura 7.13: Separacién de cuadro de video en los canales RGB.
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MarcaRieguanzolor CanalesRGB

Figura 7.14: Separacién de la imagen a encriptar en los canales RGB.

Paso 2: Se elige uno de los tres canales de la imagen del video y divide en bloques

de m» X m como se aprecia en la Fig. 7.15.

Cuadro@emideo DivisiénZniloques Bloque

Figura 7.15: Divisién del cuadro de video en su canal azul.
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Paso 3: Para encriptar parte de la imagen en el cuadro de video, se repiten los
pasos del 1 al 7 del proceso de incriptacién para una imagen en escala de grises, como

se muestra en la Fig. 7.16

video Cuadro de video Momentos

=108 | 4324 -Ah.d%
5600 | 29 | .. | G745
» -399.3. =G0 gr.12 n
3234 | 5609 | .. |3787 |e— bg 9\
X m .

Imagen a encriptar

Imagen dividida Matriz binaria
=2 :
M M =

Figura 7.16: Encriptacién de una imagen de color en video.

Paso 4: Una vez terminado el primer cuadro del video se unen los tres canales
de la imagen para obtener el cuadro del video en color con parte de la informacién
de la imagen a encriptar como se muestra en la Fig. 7.17, a continuacién se repite lo
mismo para los siguientes cuadros del video hasta lograr encriptar completamente la

informacién del primer canal de la imagen.

Cuadro original
Cuadro de video en color con marca

Cuadro original

~
—)
”

Cuadro con marca

Figura 7.17: Recuperacién de cuadro de video en color.
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Paso 5: Se encriptan los canales RGB restantes continuando con la secuencia de

cuadros del video y repitiendo los pasos 3 y 4 como se muestra en las Figs. 7.18 y 7.19.

video Cuadro de video Momentos

-y_b
X

Imagen a encriptar

Imagen dividida

J 3 . .
=
B
M Nl m

Figura 7.18: Encriptacién del canal G de imagen en video.

video Cuadro de video Momentos

1263 | -2323 i -15.8%
56.08 | 831 ” 5718
G203 | BE3 2 37.12
y — n
3234 | 5609 | . || 37.87 | g ¢' \
m g'g vae
X /

Imagen a encriptar

Imagen dividida Matriz binaria
v — -
50
5 v I_gx.‘?’.

Figura 7.19: Encriptacién del canal R de imagen en video.

Paso 6: Finalmente se tiene el video con la imagen RGB encriptada.
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La recuperacién para la imdgen RGB se realiza de la siguiente forma:

Paso 1: Se utiliza el proceso de recuperacion de la imagen en escala de grises para
cada canal RGB.

Paso 2: Se unen los tres canales que fueron obtenidos para tener como resultado
la recuperacién de la imagen de color que fue encriptada como marca de agua en el

video como se muestra en la Fig. 7.20.

Canal azul recuperado Imagen recuperada

W

Canal verde recuperado

Sy,
sl
”

Canal Rojo recuperado

Figura 7.20: Imagen de color recuperada.

7.3. Resultados obtenidos de la marca de agua en video

En esta parte se presentan los resultados obtenidos mediante el algoritmo propuesto
para la realizacién de encriptaciéon en video, al igual que su recuperaciéon de las
siguientes tres imégenes de prueba en color y escala de grises con dimensiones de

512 x 512 pixeles presentadas en la Fig. 7.21.

Por otra parte, el video que fue utilizado es llamado “wildlife.wmv” o “Natu-
raleza.wmv” que esta como predeterminado en Windows 7 de 2008 Microsoft Corp.,
tiene dimensiones de 1280 x 720 pixeles, 30 fps (cuadros por segundo), duracién de

30 segundos y un total de 900 fps en escala de grises.
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Imagen 1 Imagen 2 Imagen 3

(b)

Figura 7.21: Imdgenes de prueba utilizadas para la marca de agua en video, a) Imagenes
de color, b) Imdgenes a en escala de grises.

Wildife.wmy Wildife.wmy

Figura 7.22: Video predeterminado en Windows 7 de 2008 Microsoft Corp en escala
de grises.
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Para evaluar la eficiencia de los momentos se utiliza la métrica de reconstruccién
basada en el error cuadrdtico medio de reconstrucciéon (RMES), el cual se define
como el error cuadratico normalizado entre la imagen de entrada f(z,y) y la imagen

reconstruida f(x,y), expresado como:

N M ~ 2
>3 [fel@y) o @y)]

y=1lz=1

N M
2.2 f2 (z,y)

y=lx=1

RMES =

7.3.1. Resultados obtenidos utilizando imagen en escala de grises

Se realizé la encriptaciéon de las tres imagenes de prueba mostradas en la Fig.
7.21b mediante los momentos de Tchebichef, Krawtchouk, y Charlier con un valor de
v = 50, de las cuales se obtuvo un video para cada imagen utilizada para llevar a cabo
la comparacion entre ellos mediante el RMES. Ademaés, se muestran en las Fig.7.23,

7.24 y 7.25, los resultados obtenidos con el algoritmo propuesto.
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Imagen 1
Cuadro con Cuadro con Cuadro con
imagen imagen imagen
Cuadro onginal en encriptada con encriptada con encnpiada con
escala de grises momentos de momentos de momentos de
Tchebichef v emror Erawtchouk v Charlier v error
obtenido error obtenido obtenido

e e
d

Emor: 000842158

Error: 0.0085801

Error: 000856281

Cuadro 225 Error: 000834990 | Froror 00015388 [Emor: 0.01809520

Figura 7.23: Comparacién de algunos cuadros del video original y los tres videos con
la Imagen 1 encriptada con cada una de las familias de momentos mencionadas.
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Imagen 2
Cuadro con Cuadro con Cuadro con
imagen imagen imagen
Cuadro original en | encrptada con encrip@da con encriptada con
escala de grises momentos de momentos de momentos da
Tchebichef v Emwtchouk v Chadier v emmor

error obtenido error obtenido obtenido

Emor:0 00842706 | Error: 0.00140358 | Error 001948787

Cuadro 50 Emor:0 00859207 | Error: 000153223 | Error: 001941783

Emor:0 00862708 | Error 000159156 | Emor: 0.0194128

Cuadro 130 Error. 0.0001756 | Error. 0.00207068 Error 0.02048215

A

Cuadmo 225 Error. 00085010 | Error 000153889 | Error 0.01909401

Figura 7.24: Comparacién de algunos cuadros del video original y los tres videos con
la imagen 2 encriptada con cada una de las familias de momentos mencionadas.
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Tmagen 3
Cuadro con Cuadro con Cuadro con
imagen imagen imagen
Cuadro original en | encriptada con encriptada con encriptada con
escala de gnses momentos de momentos de momentos de
Tchebichef v emror Erawtchoulk v Charlier v error
obtenido error obtenido obtenido

"y

Cuadro 225 Emor: 0.00850038 |Emor: 0.00153889 |Emor: 0.01909633

Figura 7.25: Comparacién de algunos cuadros del video original y los tres videos con
la Imagen 3 encriptada con cada una de las familias de momentos mencionadas.
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También, se muestran en las Figs. 7.26, 7.27 y 7.28 las gréificas del RMES de la

encriptacién de las tres imdgenes en cada cuadro del video.

0.028 1 Techebicherl
Krawtchouk
0.024 -~ Charlier
Y
- e S
0.020 ] |
oy 0016 -
=
o 0.0124
(]
|
0008 T —
0,004 -
0.000
T T T T T T T T
o 50 100 150 200

Video frames

Figura 7.26: Gréfica de obtenida del RMES de la encriptacién de la "Imagen 1"por
cuadro del video.

0.028 - |
—— Tchebichef |
0.024 — Krawtchouk |
—— Charlier |
2 D U E——
0.020
w 0.016 -
=
or 0.012 - Y
|
0.008 - —_—
0.004 -
e
0.000 -
- T N T ~ L] v T
o] 50 100 150 200

Video frames

Figura 7.27: Gréfica de obtenida del RMES de la encriptacién de la "Imagen 2"por
cuadro del video.
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0.028 - Techebichef
Krawtchouk
0,024 - —— Charlier
0,020 - Pl e |
B e e TR S | S|
wn 0.018 4
=
i 0.012 4
|
0.008 -
0.004 -
0.000 -
L] I L] I T I T I 1
0 50 100 180 200

Video frames

Figura 7.28: Gréfica de obtenida del RMES de la encriptacién de la "Imagen 3"por
cuadro del video.

De igual forma, se realizé la recuperacion de las tres imdgenes de prueba a partir
de los tres videos obtenidos como resultado del algoritmo propuesto y se calculé el
error de recuperacion de cada una mediante el RMES. Los resultados se muestran a

continuacién en la Fig. 7.29.
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Imagen recuperada | Imagen recuperada | Imagen recuperada
Imagen onginal | conmomentosde | conmomentosde | conmomentos de
Tchebichef Krawtchouk Charlier

A
e

| RMES: 0.00070025 RMES: 0.33060800

Figura 7.29: Comparacién de las imdgenes originales y las imédgenes recuperadas con
con cada una de las familias de momentos mencionadas.

7.3.2. Resultados obtenidos utilizando imagen de color

Se realiz6 la encriptacion de las tres imdgenes de prueba mostradas en la Fig. 7.21a
con los momentos de Tchebichef, Krawtchouk, y Charlier con un valor de v = 50, de
las cuales se muestran en las Figs. 7.30, 7.31 y 7.32 los resultados obtenidos con el

algoritmo propuesto.
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Imagen 1
Cuadro con imagen 1 Cuadro con imagen | Cuadro con imagen 1
Cuadro criginal encriptada con momentos encriptada con momentos | encriptada con momentos
de Tchebichef y error de Krawtchouk y error de Charlier y error
obtemudo obtemdo obtenido

Error: 0.010421582954157

Error: 0.010169532422789 | Error 0.004070684641604

fpﬁ_v’r‘,ij

Error: 0.02130570587382

Yy e Ty

-

Frame 550 Error: 0.010499093782543 | Error. 0.003538894832647 | Exror: 0.019085206115332

Figura 7.30: Comparacién de los resultados de la encriptacién de la Imagen 1 en video
utilizando momentos de Tchebichef, Krawtchouk y Charlier.
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Imagen 2
Cuadro con imagen 1 Cuadro con imagen 1 Cuadro con imagen 1
Cuadro original encriptada con momentos encriptada con momentos | encriptada con momentos
de Tchebichef y error de Krawtchouk y error de Charlier v error
obtenide obtenido obtentdo

Error: 0.0114215845 Error: 0.0038422301 Error:0.01948437450

. .

» -7

Frame 550 Ervor: 0094990937827 | Error- 0.003638832647 | Esror- 0.020095206115332

Figura 7.31: Comparacién de los resultados de la encriptacién de la Imagen 2 en video
utilizando momentos de Tchebichef, Krawtchouk y Charlier.
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I 3
Cuadro con imagen 1 Cuadro con imagen 1 Cuadro con imagen 1
Cuadro original encriptada con momentos encriptada con momentos encriptada con momentos
de Tchebichef y error de Krawtchouk y error de Charlier v error
obtenido | obtenido obtemido

Error: 0.0038422301 Error:0.01848147480

Frame 55

Error: 0.019499093757 Error: 00026332627 Exror: 0.0209206112

Figura 7.32: Comparacién de los resultados de la encriptacién de la Imagen 3 en video
utilizando momentos de Tchebichef, Krawtchouk y Charlier.
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Tambien, se muestran en la Figs. 7.33, 7.34 y 7.35 las gréficas del RMES de la

encriptacién de las tres imdgenes en cada cuadro del video.

0.028 Tchebichef
—— Krawtchouk
—— Charlier
0.024 4 ¥ r
e o m
0.020 —ra ‘—l— o
1) 0.016 L
= . i
r 0.012 n
0.008 - ! | |
._A..g_.__-,_—-uj
e

0.004 4

0.000 +

0 . S EY S SOEE 0 L, W, S, O T T ) I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

Video frames

Figura 7.33: Error RMES de la encriptacién de la Imagen 1 por cada cuadro del video.

0.028 4 ~— Tchebichef

Krawtchouk
—— Charlier
0.024 4

0.020 h-—"‘-L """""“""-"'"“'Eﬁ_rd‘ﬂ

0.016 - } |

o __—--—-_M' :

0.008 - UJLL’
______._""“‘L"‘"'“‘"'_'Jh

0.004

RMES

0.000

LN O S S [ S S e S B N S S N SR S S S S S S S e
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

Video frames

Figura 7.34: Error RMES de la encriptacién de la Imagen 2 por cada cuadro del video.
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0.030 4

0.028 4 | —— Tchebichef

g | “oREOS

0.024 ;

0.022

0.020 -Wf-—-l]*- '
0.018

¢ 0-016 r

g 0.014 -—’_‘r-"kl\_“

Y 0.012 Tl
0.010 4 i
0.008 [ J
0.006 -—_‘_J__A.J&-_.——.._a—-—'] -

0.004
0.002
0.000 ~
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Figura 7.35: Error RMES de la encriptacién de la Imagen 3 por cada cuadro del video.

Por otra parte, el la Fig. 7.36 se muestran los resultados obtenidos de la
recuperacion de las tres imédgenes de prueba a partir de los tres videos obtenidos
como resultado del algoritmo propuesto y su cdlculo de error de recuperacién de cada
una mediante el RMES.
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Imagenoriginal  [Imagenrecuperada [Imagen recuperada |Imagen recuperada
con momentos de |con momentos de |con momentos de
T'chebichef v [Krawichouk y |Chasiery RMES
RMES RMES

RMES: 0.3381640

Image;l 3

Figura 7.36: Comparacién de las imdgenes recuperadas y las imédgenes originales y
mediante los momentos de Tchebichef, Krawtchouk y Charlier.

7.3.3. Aplicacién de consola

Para lograr una mejor comprension del algoritmo propuesto, se realizé una
aplicacién para la marca de agua y su recuperaciéon en video. La aplicacién en su
pantalla de inicio cuenta con un ment con las opciones que permite realizar la insercién

o la recuperacién de una marca de agua como se muestra en la Fig 7.37.
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| Insertar marca de agua Recuperar Marca de agua  Iniciar

Figura 7.37: Pantalla de inicio de la aplicacién desarrollada.

Cuando se elige la opcién de insertar de marca de agua, se muestra un submenu
como se muestra en la Fig. 7.38, el cual nos permite seleccionar una imagen para marca

de agua y el video que queremos aplicarle la marca de agua.

Tnsertar marca de agua | Recup Marca de agua  Iniciar

i =T 2 = ——————

Wm-.uﬁm acupsrar Mareace agion  Inidar Insertar marca deagua  Becuperar Marca deagua  Iniciar

Figura 7.38: Seleccién de imagen y video para el proceso de insercién de la marca de
agua.

Una vez seleccionado el video y la marca de agua se elige la opcién de "Iniciar"para
comenzar con el marcado de agua después se elege la familia de momentos con la que

se desea encriptar, como se muestra en la fig. 7.39.
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Insertar marca de agua Recuperar Marca de agua m _

Figura 7.39: Inicio de insercién de marca de agua.

En esta parte se puede observar el proceso que realiza el algoritmo de insertar
parte de la marca de agua por cada cuadro de video hasta insertar los canales RGB
de la imagen completamente, en la Fig. 7.40(a) se muestra como la aplicacién toma
un cuadro del video ubicado en la parte superior izquierda e inserta parte de la marca
de agua la cual se muestra en la parte inferior izquierda, posteriormente en la parte
superior derecha se muestra el mismo cuadro de video utilizado pero con parte de la

marca insertada.

Esto permite realizar una comparacién rapida del video original con el que contiene
la marca de agua. De manera similar en las Figs.7.40(b) y 7.40(c) se muestra el mismo
procedimiento para los canales restantes. Asi mismo, cuando se termina el proceso la
aplicacién muestra una leyenda en la cual informa la terminacién como se muestra en
la Fig. 7.40(d).

Por otra parte, cuando se selecciona la opcién de “Recuperar marca de agua”,
nos permite seleccionar un video que contenga una marca de agua para obtener su

recuperacién como se muestra en la Fig. 7.41
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! Marcn che s =ml o

Insertar marca de agua  Recuperar Marca de agua  Tniciar
Video con Marca de agua

Video original §1

[ e S — =
|| Insertar marca de agua  Recuperar Marca de agua  Iniciar
7 i = . 3

| e Morea o aguun

|| Insertar mm de agua "R..ocupq.nm Marca de agua  Iniciar
| e e

Video con Marca de agua-

Marca de agua

T M dr o
Insertar marca de agua  Recuperar Marca de agua  Iniciar
Video original 677 Widee can Marca de sart

Figura 7.40: Proceso de marcado de agua en video de una imagen RGB a) Encriptacién
del canal azul de la imagen, b) Encriptaciéon del canal verde de la imagen, c)
Encriptaciéon del canal rojo de la imagen, d) Terminacién de la encriptacién de la

imagen.
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Insertar marca de agua | Recuperar Marca de agua | Iniciar

[ Marc de squa.
Insertar marca de agua Recuperar Marca de agua

Iniciar

.5

e O @
W Favorites Biblioteca Videos

< Organizar por:  Carpeta
videe con marca

Bl Escrtono

| Bibliotecss
E: Documentos

|&= Imagenes

ol Musica marca.avi
i Videos
|# Misvideos
| widea conr
| video de pr
| Videos pible
|_“n saul o

Momli:e: video con marca. avi

Figura 7.41: Seleccién de video con marca de agua.

Durante el proceso de recuperacion, se puede observar como la aplicacién recupera
parte de la imagen encriptada por cada cuadro de video mostrado, en la Fig. 7.42(a) se
muestra como la recuperacion inicia eligiendo la familia de momentos. Posteriormente,
7.42(b) se observa la aplicacién en el momento de la recuperacién donde en la parte
superior derecha se muestra el video que contiene parte de la marca y en la parte
inferior derecha la recuperacién del primer canal de la imagen RGB utilizada como
marca. De igual forma en las Figs. 7.42(c) y 7.42(d) se muestra la recuperar los canales

restantes de la imagen insertada en el video.
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(b)

| Insertar marca de agua  Recuperar Marca de agua  Iniciar

(c) (d)

Figura 7.42: Proceso de recuperacién de una marca de agua, a) Inicio del proceso de
recuperacién mediante la seleccién de una familia de momentos, b) Recuperacién de
canal azul de la imagen, c¢) Recuperacién de canal verde de la imagen, d) Recuperacién
de canal Rojo de la imagen.
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Finalmente la aplicacién en su lado inferior derecho muestra como resultado la

imagen recuperada mediante el algoritmo propuesto como se muestra en la Fig. 7.43.

Insertar marca de agua Recuperar Marca de agua Iniciar

Recuperacion terminada

Aceptar

Figura 7.43: Marca de agua recuperada.

7.4. Marca de agua en imagenes de gran tamano

Gracias a la propuesta mencionada en el Seccién 6 de este trabajo de tesis, donde
se utiliza el proceso de ortonormalizacién durante el cdlculo de momentos ortogonales
discretos cldsicos, es posible realizar el cdlculo de momentos para imdgenes de gran
tamanio y asi obtener su reconstruccién de manera eficiente. Tomando en cuenta lo
anterior, se propone un algoritmo para realizar la marca de agua en imagenes de color

de gran tamafo.
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7.4.1. Algoritmo propuesto para la marca de agua de imdgenes de
color de gran tamano

A continuacién se presenta un algoritmo para realizar la insercién y recuperacién
de una imagen como marca de agua en imdgenes con grandes dimensiones utilizando
diferentes familias de momentos ortogonales.

El proceso de encriptacién de una imagen se propone de la siguiente manera:

Paso 1: Se comienza con la separacién de una imagen de gran tamano en sus tres

canales RGB como se muestra en la Fig. 7.44,

Imagen de gran tamano Canales RGB

P

e
=
~

Figura 7.44: Obtencién de los canales RGB de una imagen.

de igual forma realiza la misma separacién para la imagen a encriptar como se

observa en la Fig. 7.45.

Imagen a encriptar Canales RGB

Figura 7.45: Separcién de la imagen de marca de agua en los canales RGB.

José Saitl Rivera Lépez UPT 127



7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

Paso 2: Se realiza el cdlculo de momentos para el primer canal de la imagen

utilizada para aplicar la marca de agua como se muestra en la Fig. 7.46.

Imagen de Momentos
gran tamano de la imagen
2358 | 443 - 4911
156.49 [ <1559 | -ARS.2
‘ 12.45 -95135:_ |\
4923¢ | 6919 I 547?
M

Figura 7.46: Célculo de momentos de un canal de la imagen de gran tamaio.

de forma similar se realiza el cdlculo de momentos para el mismo canal de la imagen

a encriptar como se muestra en la Fig. 7.47.

Momentos Imagen a
de la imagen encriptar
126.8 | 2323 45.89
s60a | 8ot | . |eras | N2

M2

Figura 7.47: Cédlculo de momentos de un canal de la imagen a encriptar.

Paso 3: Se sustituyen los momentos obtenidos de la imagen de marca de agua en
los momentos que fueron obtenidos de la imagen de gran tamarno en la posicién en
donde se encuentran los altos 6rdenes obtenidos de la imagen, los cuales son aquellos
que contienen informacién de menor relevancia al momento de la reconstrucién de la
imagen a través de sus momentos. En la Fig. 7.48 se muestra la insercién de uno de los
canales RGB de la marca de agua a través de los momentos, donde la parte sombreada
es el drea destinada para distribuir e insertar los momentos obtenidos de la marca de

agua
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Imagen de gran Momentos Momentos Imagen a
tamafio de la imagen de laimagen encriptar

-236.8

| 1268 |23 ] .. |58
5600 | 891 | .. | &45

N o iz| 55 | 5702 NZ-

156483

- 1245

|33 | ss0s| . |2@

M M2

Figura 7.48: Proceso de insercién de marca de agua en imagenes de gran tamaio.

Paso 3: Repitiendo los paso 2 y 3, se realiza la insercién de los canales RGB

restantes de la imagen de marca de agua, como se muestra en la Fig. 7.49.

Imagen de gran Momentos Momentos Imagen a

tamafo ~ delaimagen de laimagen encriptar
| -2368 | 443

-6 |-1303| .. 448

0| B . 6s
o 4
| p—0s | G5 | . 11

156.49 | -155.9

- | 1245 | 9585

33| w608 | .. 3TEY

M M2
Imagen de gran Momentos Momentos Imagen a
tamafio de laimagen de laimagen encriptar

2358 | 443 -1968 | 323 . 4383

15608 | 1353 . SelE | BM | . BB

- :‘”‘5 9685 N < 0% | £5| . 8 \2 |
385609 .. M
M
M2

Figura 7.49: Proceso de insercién de marca de agua en imagenes de gran tamano de
color utilizando los canales de color G y B.

Paso 4: Una vez que se insertaron los momentos de la imagen de marca de agua
en los respectivos canales de la imagen de gran tamano, se realiza la reconstruccién de
los canales con la marca y finalmente el algoritmo obtiene la imagen de color con la

marca de agua como se muestra en la Fig. 7.50.
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Momentos con Recuperacion
marca de agua con marca de agua

~
—
—

Figura 7.50: Recuperacion de la imagen de gran tamano con marca de agua.

El proceso de recuperacién de la marca de agua se obtiene realizando el proceso
inverso de la siguiente manera:
Paso 1: Se inicia con la separacién de los canales RGB de la separaciéon de la

imagen de gran tamano obtenida con marca de agua como se muestra en la Fig. 7.51.

Imagen de gran tamano Canales RGB
con marca de agua

Figura 7.51: Separacién RGB de una imagen con marca de agua.
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Paso 2: Se realiza el cdlculo de momentos de los canales RGB de la imagen Fig.
7.52.

Imagen de gran Momentos
tamano con marca con marca

M

Figura 7.52: Célculo de momentos de los canales RGB de una imagen de gran tamano
con marca de agua.

Paso 3: Se recuperan los momentos de los canales RGB de la imagen de marca de
agua, los cuales estdn ubicados en la misma posicién que fueron insertados. En las
Figs. 7.54 y 7.55 y 7.53 se muestra la posicién de los momentos de la marca de agua
en la parte sombreada de la matriz de momentos de los canales RGB de la imagen de

gran tamano que fue marcada, de igual forma se muestra su recuperacion.
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Momentos Momentos del canalde  Canal de la imagen de
con marc laimagen recuperados Marca de agua recuperada

S B I = 1M K | J3F3 L9HY
B0 EM | . T
N e— s | | 1) N2 ‘
Jad | WA . ITaT
M M2

Figura 7.53: Recuperacién del canal R(rojo) de la marca de agua.

Momentos Momentos del canal de  Canal de |la imagen de
con marca laimagen recuperados Marca de agua recuperada

368 | 44T
Les | @323 . 4080

Le A - )]
15640 ks Loz | Al

. FTAR
N o— 0| 555 . E712 NZ-

114qy (-

3l | s w ST

M M2

Figura 7.54: Recuperacion del canal G(verde) de la marca de agua.

Momentos Momentos del canal de  Canal de la imagen de
con marca laimagen recuperados Marca de agua recuperada
-3 A2 Adbg | =23 L 4 BE
15044 | 1h549 0 ) <y by dh
1245 | 9RAS N #A07 | R3S 5 A2
ﬁ
BEIERESN
244 | 5000 ETEN -
M M2

Figura 7.55: Recuperacién del canal B(azul) de la marca de agua.
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Paso 4: Finalmente se obtiene la imagen de marca de agua recuperada, uniendo

los canales que fueron recuperados, como se ve en la Fig. 7.56.

Canales de la imagen de Imagen de Marca de
Marca de agua recuperados agua recuperados

~
—
”

Figura 7.56: Imagen de marca de agua recuperada.

7.5. Resultados obtenidos de la marca de agua en ima-

genes de gran tamano

Para comprobar el desempeno del algoritmo propuesto para la marca de agua en
imdgenes de gran tamano, se realizé el marcado de agua en tres imagenes de color con
dimensiones de 3840 x 2160 pixeles presentadas en la Fig. 7.57 y utilizando como marca
de agua la imagen de lena con dimensiones de 512x512 pixeles, como pruebas para
mostrar los resultados obtenidos a traves del algoritmo propuesto para la encriptacién

y imdgenes de gran tamano, al igual que su recuperacion.

Figura 7.57: Imagenes de prueba, para la marca de agua.

Se utilizé el algoritmo propuesto para llevar acabo la marca de agua de las tres

imédgenes de la Fig. 7.57, los resultados obtenidos de la imagen con marca de agua a
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través los momentos de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn y Racah se pueden observar

el las Figs. 7.58, 7.59, 7.60, la recuperacién de la imagen de marca de agua y su

comparacién mediante el cdlculo del error RMES.

hﬂarcarecu-erada

Tchebichef

Krawichouk

Hahn

Racah

RMES:0.0091651354

RMES: 0.01387242

Figura 7.58: Comparacién de los resultados de la encriptacién de la Imagen de prueba
con dimensiones de 512x512 pixeles, en una imagen de 3840x2160 pixeles utilizando

momentos de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn y Racah.
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7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

Imagen con marca Marca recuperada
;'.. -
Tchebichef
RMES: 0.01415345 RMES:0.00887821
Krawtchouk
Hahn
Racah
A .
RMES: 001015741 RMES:0.01104 7247

Figura 7.59: Comparacion de los resultados de la encriptacién de la Imagen de prueba
con dimensiones de 512x512 pixeles, en una imagen de 3840x2160 pixeles utilizando
momentos de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn y Racah.
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7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

Imagen con marca Marca recuperada
Tchebichef
Krawtchouk
Hahn
Racah
RMES: 0.01055835

Figura 7.60: Comparacién de los resultados de la encriptacién de la Imagen de prueba
con dimensiones de 512x512 pixeles, en una imagen de 3840x2160 pixeles utilizando
momentos de Tchebichef, Krawtchouk, Hahn y Racah.
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7. Implementacién de marca de agua con momentos ortogonales discretos

Como se puede observar en los resultados obtenidos de la marca de agua en
imdgenes de gran tamano con algunas familias de momentos, tales como los momentos
de Tchebichef, Hahn y Racah se obtienen mejores resultados durante la insercién y

recuperacion de la marca de agua.
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Capitulo 8
Conclusiones y trabajos a futuro

En este trabajo de tesis se presenta una perspectiva general de algunas prob-
lemdticas en el computo de los momentos ortogonales discretos cldsicos y sus posibles
soluciones. Ademsds, la mejora en el computo de los momentos tiene ventajas como
brindar un mejor desempenio en las aplicaciones. Las aportaciones mds significativas

estdan mencionadas a continuacién:

Relacién de recurrencia y ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Los polinomios ortogonales calculados con la relacién de recurrencia propuesta
por Zhu et al [1], mencionada en el Capitulo 3 generan inestabilidad numérica
para altos 6rdenes. Por tal motivo, en el Capitulo 5 se propuso una relacién de
recurrencia con respecto a n para los polinomios ortogonales discretos clédsicos, los
cuales ayudan a eliminar el problema de aproximacién numérica. Posteriormente, para
eliminar la inestabilidad numérica durante el cdlculo de momentos con altos ordenes,
se propuso utilizar el proceso de ortonomalizacién de Gram-Schmidt, el cual permite
que durante el cdlculo de las distintas familias de polinomios conserven la propiedad
de la ortogonalidad. La relacién de recurrencia propuesta mejora notablemente la
reconstruccién de imégenes sin importar su tamafio y utilizando momentos de alto

orden.

Analisis comparativo de las diferentes familias de polinimios

En este trabajo de tesis se realizé el cdlculo de seis familias de polinomios
ortogonales discretos cldsicos, tales como: polinomios de Tchebichef, polinomios de
Krawtchouk, polinomios de Hahn, polinomios de Meixner, polinomios de Charlier
y polinomios de Racah, de los cuales se logré tener un andlisis comparativo del

desempeno obtenido de cada familia utilizando las diferentes relaciones de recurrencia
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8. Conclusiones y trabajos a futuro

mencionadas y tomando como métrica su capacidad de reconstruccion.

Algoritmo propuesto para la marca de agua

En este trabajo de tesis se realiz6 la propuesta de un algoritmo para el marcado de
agua en video y su recuperaciéon con momentos ortogonales discretos, de igual forma
se presenté la propuesta de un algoritmo para realizar el marcado de agua en imdgenes
de gran tamano y su recuperacién con momentos ortogonales discretos, de los cuales
se obtuvieron buenos resultados con algunas familas de momentos como Tchebichef,
Krawtchouk, Hahn y Racah.

Aplicacién de consola

Se realizé el desarrollo de una aplicacién para la marca de agua en video y su
recuperacion, la cual fue desarrollada haciendo uso de librerias especializadas de Emgu
CV utilizadas para el procesamiento de imdgenes y video, mediante el lenguaje de

programacién C# en el entorno de desarrollo de Visual Studio 2015.

Mejor desempeno de las familias de momentos para la marca de agua

Debido a que cada familia de momentos presentan diferentes caracteristicas y
distribucién; su capacidad descriptiva es diferente para cada conjunto. Por ello, se
realizé la biusqueda de las mejores familias de momentos, también se tomé en cuenta
el andlisis de reconstruccién de imagenes y los resultados obtenidos de los algoritmos
implementados para la insercién y recuperacién de la marca de agua, en los que se pudo
observar que algunas de las familias de momentos, como los momentos de Krawtchouk
obtuvieron mejores desempefios ya que lograron recuperar completamente la marca
de agua utilizada. Por otra parte, se obtuvieron mejores resultados con los momentos
de Tchebichef, Hahn y Racah para la realizar la marca de agua y su recuperacién en

imdgenes de gran tamano utilizando el algoritmo propuesto.

Existe una gama amplia de aplicaciones que pueden ser mejoradas con el enfoque

propuesto. Como trabajo a futuro se propone explorar los siguientes temas:

= Andlisis comparativo de los métodos existentes con el método propuesto.
= Proponer un nuevo método para la encriptacién de texto en imdgenes.

= Reducir el tiempo de cémputo del algoritmo propuesto.
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