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Prefacio

Los momentos ortogonales han surgido en la literatura como un área de
investigación importante en el procesamiento de imágenes para la descripción
de imágenes en aplicaciones como la recuperación de información, codi�cación,
reconocimiento y clasi�cación de patrones. Sin embargo, algunos momentos están
restringidos al orden entero, y se ha realizado poca investigación de momentos
ortogonales de orden fraccional. Los momentos ortogonales de orden fraccionario no
solo son capaces de extraer características generales de una imagen digital sino que
también tienen la capacidad de reconstruir imágenes con un error mínimo. El objetivo
de este trabajo tesis es proponer los momentos circulares genéricos de orden fraccional
mediante los polinomios de orden fraccional de Jacobi, los cuales tienen la habilidad de
formar múltiples familias de momentos de orden fraccional cambiando los parámetros
de � y �. De igual forma, se propone utilizar el algoritmo de búsqueda por sección
dorada para encontrar valor óptimo de 
 que mejor represente una imagen digital.
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Resumen

Se presenta una breve introducción sobre la teoría de los distintos tipos
de momentos (geométricos, complejos y ortogonales), así como el cómputo de
los momentos ortogonales de�nidos en su forma rectangular y circular. Además,
partiendo de los polinomios genéricos de Jacobi se propone un nuevo conjunto de
momentos circulares de orden fraccional en donde el cómputo se realizó mediante una
con�guración de pixeles polares. También, se compara el desempeño de cada conjunto
de momentos circulares de orden fraccional utilizando el error de reconstrucción NIRE.
Por otra parte, se propone un algoritmo de búsqueda para encontrar un valor óptimo
de 
 con respecto al error de reconstrucción. Asimismo, se analiza el desempeño de los
momentos circulares dentro de la clasi�cación de imágenes e interpolación de imágenes
omnidireccionales. Finalmente, se presentan las conclusiones y trabajos a futuro.
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Abstract

A brief introduction is presented on the theory of di¤erent types of moments
(geometric, complex and orthogonal), as well as the computation of orthogonal
moments de�ned in their rectangular and circular form. In addition, starting from
the generic polynomials of Jacobi, a new set of circular moments of fractional order is
proposed where the computation was carried out by means of a con�guration of polar
pixels. Also, the performance of each set of circular moments of fractional order is
compared using the NIRE reconstruction error. On the other hand, a search algorithm
is proposed to �nd an optimal value of 
 with respect to the reconstruction error.
Also, the performance of the circular moments within the classi�cation of images and
interpolation of omnidirectional images is analyzed. Finally, the conclusions and future
works are presented.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

El cálculo diferencial que todos conocemos fue inventado por Newton y Leibniz

en el siglo XVII [1]. El primero en mencionar el cálculo fraccional fue Leibniz en una

carta a L�Hopital en 1695. En donde se discutieron el desarrollo del cálculo que Leibniz

presentó, en esta carta L�Hopital le preguntó: ¿qué pasaría si el orden n fuera 1
2?[2].

A lo que Leibniz respondió: �usted puede ver por eso, que uno puede expresar por

una serie in�nita una cantidad como dy
dx . Aunque las series in�nitas y geométricas

son relaciones distantes, las series in�nitas admiten solo el uso de exponentes que son

enteros, no hace, todavía, el uso de exponentes fraccionarios�. Más tarde Euler (1729)

contribuyó de forma indirecta en el desarrollo del cálculo fraccionario con la función

Gamma,

�(z) =

1Z
0

tz�1e�tdt (1.1)

de�nida para todo z 2 C(Re(z) > 0)[3]. La función Gamma es una función que

generaliza la de�nición del factorial a los números no enteros, la cual suele aparecer

en otras formas,

�(z) =

1Z
0

t2z�1e�t
2
dt (1.2)

�(z) =

1Z
0

(ln
1

t
)z�1dt (1.3)

Usando la integración por partes en (1.1), se obtiene una propiedad fundamental de

la función Gamma,
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1. Introducción

�(z) = (z � 1)�(z � 1); (1.4)

la cual permite obtener la función Gamma de un número entero positivo como,

�(z) = (n� 1)!: (1.5)

En este contexto, la Función Gamma de Ec. (1.1) constituye una generalización del

concepto de factorial [4]. Por otra parte, Legendre contribuyó indirectamente con el

cálculo fraccional en 1772, desarrollando la ley de los exponentes para los operadores

de orden entero,

dm

dxm
dn

dxn
y =

dm+n

dxm+n
y (1.6)

Tiempo después, en 1819 Lacroix desarrolla una fórmula para la diferenciación

fraccionaria de la derivada enésima de vm por inducción. Él reemplazó n con la fracción
1
2 , junto con el hecho de que �(1=2) =

p
�, obteniendo,

d
1
2

dx
1
2

v =
2p
�
v
1
2 (1.7)

En 1822 Joseph Fourier, mencionó por medio de su de�nición de operaciones

fraccionales, derivadas de orden arbitrario[5],

du

dxu
f(x) =

1

2�

1Z
�1

f(�)d�

1Z
�1

pu cos[p(x� �) + �
2
u]dp (1.8)

y a�rma que el número u será cualquier cantidad, positivo o negativo. Posteriormente,

Liouville en 1835 da una de�nición de la derivada fraccional como una serie in�nita

de funciones exponenciales,

du

dxu
y =

mX
0

Ame
mxmu; (1.9)

donde u es cualquier número racional, complejo o irracional[3]. El cálculo fraccional,

involucra conexamente el estudio de algunas funciones especiales como las de Mittag-

Le­ er que es una generalización de la exponencial, además suelen aparecer la función

Gamma de Euler (�), serie hipergeométrica y también los coe�cientes binomiales,

resultando en una mayor complejidad de cálculo.

Por otra parte, la función de Mittag-Le­ er es una generalización de la función

exponencial, la cual está de�nida de la siguiente manera,
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E�(t) =

1X
k=0

tk

�(�k+1) � > 0; � 2 R

E1(t) = e
t

E2(t) = cosh(
p
t)

(1.10)

Además, la derivada fraccional de Riemann-Liouville de orden 
 2 C(Re(
) > 0) se

de�ne como,

(D
�f)(x) = D
nIn�
� f(x) (1.11)

(D
�f)(x) =
1

�(n� 
)
dn

dxn

xZ
�

(x� t)n�
�1f(t)dt (1.12)

donde n = [Re(
)] + 1:

En 1969, el físico matemático italiano Michele Caputo dió una nueva de�nición de

la derivada fraccionaria como,

D�f(t)
d�f(t)

dt�
=

1

�(n� �)

tZ
0

fn(�)

(t� �)��n+1d� (1.13)

donde n � 1 < � < n y f (n) es una derivada ordinaria. El operador D� satisface las
siguientes propiedades:

D�C = 0; (C es una constante)

0; para � 2 N0 y � < dve
D�x� = �(�+1)

�(�+1�v)x
��1; para � 2 N0 y � � dve o � =2 Ny � > bvc

(1.14)

donde dve y bvc son las funciones de techo y de piso respectivamente, mientras
N�= f1; 2; :::::g yN0 = f1; 2; :::::g : La diferencial fraccional de Caputo es una operacion
lineal,

D�(�f(x) + �g(x)) = �D�f(x) + �D�g(x); (1.15)

donde � y � son constantes. Asimismo, la derivada fraccional de Grundwald-Letnikov

se basa en la generalización de la fórmula de la diferencial de orden n natural para

el caso de � real positivo, es decir, el operador de diferencia se expresa en su forma

general como:
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D�f(x) = l��m
h!0

h��

x��
hX

m=0

(�1)m�(�+ 1)
�(m+ 1)�(��m+ 1)f(x�mh): (1.16)

D�f(x) = l��m
n!1

(
n

x� �)
nX

m=0

(�1)m�(�+ 1)
�(m+ 1)�(��m+ 1)f

�
x�mx� �

n

�
: (1.17)

Otro punto de partida para de�nir la derivada de orden fraccionario fue propuesto

por Liouville (1832), quien, partiendo de la integral del orden fraccionario, obtiene,

d��f(x)

dx��
= J�f(x) =

1

�(�)

xZ
�

f(t)

(x� t)1��dt (1.18)

donde � < x:Ahora bien, si n�1 < � < n se puede hacer � = n�v entonces se tiene,

d�f(x)

dx�
=
dnf(x)

dxn
= Jvf(x) =

dn

dxn
1

�(n� �)

xZ
�

f(t)

(x� t)��n+1dt (1.19)

La integral fraccional de Riemann-Lioville de orden v � 0 está dado por[6],

Jvf(x) =
1

�(v)

xZ
0

(x� t)v�1f(t)dt; v > 0; x > 0; (1.20)

J0f(x) = f(x)

Por otra parte la Transformada fraccional de Fourier es de�nida como una

operación matemática que generaliza la transformada de Fourier, la cual puede ser

denominada como: transformada de Fourier rotatoria o transformada de Fourier

angular, ya que depende de un parámetro � que se interpreta como una rotación

por un ángulo � en el plano tiempo-frecuencia, este parámetro � da el valor de orden

fraccional. Matemáticamente, la transformada de Fourier fraccional de orden � de la

función f(t) se de�ne como [7],

F (x) = F� [f(t)] (x) =

1Z
�1

K�(t; x)f(t)dt (1.21)

donde � es el orden de la transformada y K�(t; x) es el kernel de la transformada

fraccional de Fourier y está dado como,

K�(t; x) =

8>><>>:
p
1� i cot�ei t

2+x2

2
cot��ixt csc�

�(t� x)
�(t + x)

� 6= n�
� = 2n�

� = 2n� � �
(1.22)
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donde n es un entero dado. Además, se reordena el Kernel K�(t; x) como,

K�(t; x) = C�k�(t; x)e
�itx csc� (1.23)

donde � = ��
2 , k�(t; x) = e

( i
2
)(t2+x2) cot� y C� = e�

i
2 (
�
2 sgn(sin�)��)p
2�jsin�j

: Está claro que si, � =

��
2 entonces C�

q
1�i cot�
2� : De igual forma, la transformada Wavelet utiliza funciones

que se localizan tanto en el espacio real como en el espacio de Fourier. Generalmente,

la transformada Wavelet puede expresarse mediante la siguiente integral,

W (s; �) =

1Z
�1

f(t)	(s;�)(t)dt (1.24)

donde 	(s;�)(t) es la función Wavelet madre de�nida como,

	(s;�)(t) =
1p
s
	

�
t� �
s

�
(1.25)

donde s y � son los parámetros que son usados para controlar la dilatación y la

traslación, respectivamente. La función Wavelet satisface las siguientes condiciones[8],

1Z
�1

	(s;�)(t)dt = 0;

1Z
�1

��	(s;�)(t)��2 dt = 1 (1.26)

De igual manera la transformada fraccional continúa de Wavelet (FrWT) de la función

de 1D f(t) 2 L2(R) esta descrita como,

W�(s; �) =

1Z
�1

1Z
�1

f(t)K�(t; x)	(s;�)(x)dtdx (1.27)

donde 	(s;�)(x) =
1p
s
	

�
x� �
s

�
es la Wavelet madre con los parámetros s y � para la

dilatación (escala) y traslación (posición). Además, K�(t; x); es el kernel de la FrWT

que está dado por,

K�(t; x) = C�k�(t; x)e
�itx csc� (1.28)

donde k�(t; x) = e(
1
2
)(t2+x2) cot� y C� = e�

i
2 (
�
2 sgn(sin�)��)p
2�jsin�j

:Con el �n de obtener la

transformada fraccional discreta de Wavelet (DFrWT), la ecuación (FrWT) se debe

discretizar y para este propósito la Wavelet madre 	(s;�)(x) es discretizada. Este tipo

de discretización tiene la forma s = sm0 y � = n�0s
m
0 : De tal forma, la Wavelet madre

discretizada se de�ne como,
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W�
m;n =

1Z
�1

F (x)
1p
sm0
	

�
x� n�0sm0

sm0

�
dx (1.29)

donde W�
m;n son los coe�cientes de la transformada fraccional Wavelet discreta de

orden � de una cuadrícula de escala de ubicación dada por m;n: Para la transformada

de Wavelet fraccional discreta, los coe�cientes W�
m;n se conocen como coe�cientes de

Wavelet fraccionario. Ahora, la transformada fraccional de Wavelet discreta e inversa

se pueden escribir como:

1) Transformada fraccional de Wavelet discreta directa,

W�
m;n =

1Z
�1

F (x)2
�m
2 	(2�mx� n)dx =)

1Z
�1

F (x)	m;n(x)dx (1.30)

2) Transformada fraccional de Wavelet discreta inversa,

F (x)
1

=
X

m=�1

1X
n=�1

W�
m;n	m;n(x) =) F (x)

1
=

X
m=�1

1X
n=�1

hF;	m;ni	m;n(x):

(1.31)

Finalmente, la transformada del coseno fraccional discreta (DFrCT) se desglosa a

partir de la transformada discreta de Fourier (DFT), la cual es también una forma

general de la transformada de coseno discreta, que tiene una relación similar con la

que existe entre (DFT) y la transformada discreta de Fourier (DFT). La transformada

de coseno discreto se de�ne como[9]:

v(k) = �(k)

N�1X
n=0

x(n) cos

�
�k(2n+ 1)

2N

�
; 0 � k � N � 1 (1.32)

donde x(n) : es la señal de entrada, v(k) : es la señal de salida, además,

�(0) =

r
1

N
; �(k) =

r
2

N
para 1 � k � N � 1 (1.33)

Al extender dos veces el tamaño de la señal, se puede reescribir la ecuación de la

transformada de coseno discreto,

f(x) =

�
x(n) para 0 � n < N
x(2N � n� 1) para N � n � 2N (1.34)

de�niendo:

Cx(k) = e
�j2�k
4N Y (k)
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donde Y (k) es la transformada discreta de Fourier de 2N puntos de la señal extendida

y(n): Entonces, la transformada discreta del coseno de x(n) son los primeros N

elementos de Cx(k), esta de�nición puede ser reescrita como F2N (transformada

discreta de Fourier de 2N puntos) y F�12N (transformada discreta de Fourier inversa de

2N puntos) de la entrada x(n) como:

Cx(k) = cos

�
�k

2N

�
[F2N [x(n)](k) + F

�1
2N [x(n)](k)]�

j� sin

�
�k

2N

�
[F2N [x(n)](k)� F�12N [x(n)](k)]

Dada una señal x(n); suponiendo que Cpx[x(n)] es la transformada fraccional discreta

de coseno con orden p , de�nida como,

Cpx(k) = e
�j2�kp
4N Y p(k) (1.35)

La de�nición de transformada fraccional discreta de coseno puede ser reescrita por F p2N
(transformada fraccional discreta de Fourier de 2N puntos) y (F p2N )

�1 (transformada

fraccional discreta de Fourier inversa de 2N puntos) de la entrada x(n) como [10],

Cpx(k) = cos

�
�pk

2N

�
[F p2N [x(n)](k) + (F

p
2N )

�1[x(n)](k)]� (1.36)

j� sin

�
�pk

2N

�
[F p2N [x(n)](k)� (F

p
2N )

�1[x(n)] (1.37)

En las últimas décadas, las aplicaciones del cálculo fraccional se han extendido

a diversas áreas tales como: en ingeniería de control [11], procesamiento de señales,

electromagnetismo, mecánica de �uidos y en la farmacocinética [12]. Por otra parte,

se han desarrollado métodos analíticos y numéricos para la solución de ecuaciones

diferenciales fraccionales (FDEs), es difícil obtener soluciones exactas para la mayoría

de las ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, se han hecho intentos de proponer métodos

analíticos que se aproximen a las soluciones exactas de estas ecuaciones, tales como la

descomposición de Adomian y la homotopia[13]. Recientemente, los métodos numéricos

también han sido propuestos para la solución de las ecuaciones diferenciales fraccionales

[14].

Doha et al. presentaron y desarrollaron técnicas para resolver FDE de varios

términos incluyendo términos lineales y no lineales utilizando polinomios de Jacobi

, donde generalizaron el método de Legendre-Tau en cuadratura y los métodos

espectrales de Chebyshev [15]. Recientemente, S.Kasem et al. propusieron una

nueva función ortogonal de Legendre de orden fraccionario basada en polinomios
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de Legendre para obtener soluciones altamente precisas de FDEs en un intervalo

�nito. Bhrawy y Zaky [16] de�nieron nuevas funciones ortogonales denominadas

funciones ortogonales de Jacobi de orden fraccionario desplazado (SFJFs) basados

en los polinomios de Jacobi desplazados, de igual forma proponen una técnica directa

para resolver ecuaciones diferenciales fraccionales lineales usando el método de Jacobi-

Tau (SFJTM).

Los momentos ortogonales juegan un papel importante en el análisis de imágenes

y otras aplicaciones similares. Sin embargo, los momentos ortogonales existentes están

restringidos al orden entero, y hasta la fecha se ha llevado a cabo poca investigación de

momentos ortogonales de orden no entero. Recientemente Bin Xiao et al. introduce los

momentos de Legendre-Fourier desplazados de orden fraccionario [17]. En este trabajo

de tesis se proponen los momentos ortogonales genéricos de orden fraccional en pixeles

polares, usando la teoría de cálculo fraccional.

1.2. Planteamiento del problema

En años recientes, se han enfocado en investigar transformaciones con órdenes

fraccionales tales como: transformada de Fourier de orden fraccional[7], transformada

de Wavelets fraccional[8], transformada de coseno discreto fraccional[9], transformada

Hartley fraccional[18]. Estas transformadas de orden fraccional son ampliamente

utilizadas en los radares, sistemas de comunicación, seguridad de la información y

reconocimiento facial[17] y muchos otros campos.

En este trabajo proponemos los momentos circulares genéricos de orden fraccional

mediante los polinomios de orden fraccional de Jacobi, los cuales serán una ventaja

para el análisis del rendimiento de los momentos circulares.

Los momentos ortogonales juegan un papel importante en el análisis de imágenes

y otras aplicaciones similares. Sin embargo, los momentos ortogonales existentes están

restringidos al orden entero, y hasta la fecha se ha realizado poca investigación

de momentos ortogonales de orden no entero. Los momentos ortogonales de orden

fraccionario pueden de�nirse en sistemas de coordenadas cartesianas y polares, estos

momentos no sólo son capaces de extraer características de la región de interés sino

que también tienen potencial para la reconstrucción de imágenes con un mínimo error.

Los momentos de Jacobi-Fourier (JFM) son útiles para muchas aplicaciones de

procesamiento de imágenes, reconocimiento de patrones y visión por computadora,

proporcionan una amplia clase de momentos invariantes ortogonales. Los momentos

de Jacobi-Fourier son de naturaleza ortogonal, lo cual es una propiedad importante en

el procesamiento de imágenes. La razón de la importancia de la propiedad ortogonal

en el procesamiento de imágenes y otras aplicaciones de reconocimiento de patrones
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es la presencia de la función inversa de los momentos ortogonales. Otra característica

importante de la propiedad de ortogonalidad que proporciona baja redundancia de

información y también proporciona robustez al ruido.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Generalizar y analizar teóricamente los momentos de orden fraccional mediante

los polinomios genéricos de Jacobi Jn(�; �; r); buscar el orden fraccional que pueda

representar mejor una imagen digital.

1.3.2. Objetivos particulares

� Hacer un estudio del marco teórico de los polinomios genéricos de orden

fraccional, para implementarlos en los polinomios de Jacobi.

� Estudio de las relaciones de recurrencia de orden fraccional para los

polinomios de Jacobi.

� Implementar los polinomios genéricos de orden fraccional en el cómputo de

momentos circulares en pixeles polares

� Realizar la reconstrucción de imágenes a través de los momentos de Jacobi-

Fourier de orden fraccional en pixeles polares.

� Implementar un algoritmo capaz de realizar el reconocimiento de objetos, a

través del marco teórico de los momentos de Jacobi-Fourier de orden fraccional.

1.4. Estado del arte

En 2006; Ping et al.[19] propusieron los momentos ortogonales invariantes de

Jacobi-Fourier. La integral del kernel de los momentos, el cual está compuesto por

los polinomios radiales de Jacobi y la componente compleja angular de Fourier, en

donde la variación de dos parámetros � y � en el polinomio de Jacobi, pueden formar

varios tipos de momentos ortogonales, tales como: Momentos de Legendre-Fourier[20]

(� = 1; � = 1), Momentos de Chebyshev-Fourier[21] (� = 2; � = 3
2), Momentos

ortogonales Fourier-Mellin[22] (� = 2; � = 2), Momentos de Zernike[20] y Momentos

Pseudo-Zernike[23]. La formulación de estos momentos será una ventaja para el análisis

del rendimiento de los momentos ortogonales y para buscar un momento ortogonal

principal.

Sin embargo, el trabajo contiene algunas erratas que resultan principalmente de

la confusión entre las dos de�niciones ligeramente diferentes de los polinomios Jacobi
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desplazados que hay en la literatura. Ping et al.[19] de�ne erróneamente las constantes

de normalización y de�ne incorrectamente los polinomios de Jacobi para: � = � = 2;

� = � = 3; � = 3; � = 2 = 2 y � = 4; � = 3:[24]

Más tarde R. Upneja y C. Singh en el 2014 [25], propone un algoritmo rápido que

reduce la complejidad para el cálculo de los polinomios radiales de los momentos

de Jacobi-Fourier, este algoritmo se basa en relaciones de recurrencia. El método

propuesto no solo reduce la complejidad temporal, sino que también mejora la

estabilidad numérica de los momentos de mayor orden, con el método propuesto se

consigue una mejor reconstrucción de la imagen. Dado que para el cálculo los momentos

de Jacobi-Fourier se de�ne en términos de coordenadas polares, los autores proponen

de�nir la imagen sobre una rejilla cuadrada para ser mapeado en un círculo unitario

externo, tomando el centro de la imagen como el origen del mapeo. Al utilizar un

círculo unitario externo se asegura que no haya pérdida de pixeles durante el cómputo

del momento y por lo tanto, toda la información de la imagen se puede conservar. Para

el cómputo preciso de los momentos de Jacobi-Fourier, se requiere calcular la doble

integral, puesto que no hay una solución analítica para este tipo de integrales. En la

mayoría de los trabajos la doble integral se sustituye por una aproximación de orden

cero en coordenadas cartesianas.

Otro trabajo presentado el mismo año que R. Upneja y C. Singh sobre los momentos

de Jacobi-Fourier (JFMs) fue presentado por Camacho-Bello et al.[26], en donde se

proponen un nuevo algoritmo para calcular los momentos de Jacobi-Fourier de una

manera rápida y de alta precisión, basado en imágenes en pixeles polares y la relación

de recurrencia. Esta nueva relación de recurrencia ayuda a calcular más rápido y

reduce la inestabilidad numérica en polinomios radiales de orden superior. El esquema

de las imágenes en pixeles polares reduce tanto el error geométrico como el error

de integración. Además, reduce signi�cativamente el error de reconstrucción de las

imágenes, y la relación de recurrencia propuesta está libre de términos factorial,

por esta razón los polinomios de Jacobi-Fourier son estables en ordenes superiores,

superando al método convencional.

En 2017, José Sáez Landete [27] analizó el trabajo de Upneja et al.[25] donde

se utiliza la con�guración del disco unitario externo para obtener lo momentos de

Jacobi-Fourier. Sin embargo, Landete demostró que este método hace perder la

ortogonalidad del kernel, ya que no considera el dominio del kernel entero. Para

demostrar esta a�rmación, evaluó la condición de ortogonalidad del kernel de Jacobi-

Fourier considerando, el disco unitario interno y el externo sobre una imagen cuadrada

de N � N pixeles. Por otra parte, se propuso una transformación de las imágenes

en coordenadas cartesianas a coordenadas polares como lo presentado por Camacho-

Bello [26], esto con el �n de mejorar la precisión del cálculo de los momentos de
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Jacobi-Fourier. Además, se han corregido y aclarado algunas erratas e inexactitudes

que podrían conducir a resultados erróneos.

En el mismo año, Rahul Upneja[28] propone un nuevo método para el cálculo

preciso y rápido de los momentos de Jacobi-Fourier, reduciendo el error de integración

numérica para el cálculo de los momentos de Jacobi-Fourier, este error de integración

se produce cuando se hace la aproximación de orden cero de la doble integración, que

no es exacta. Por tal motivo, Upneja[28] propone un método que simultáneamente

reduce este error y acelera el cálculo de los momentos Jacobi-Fourier, utilizando un

enfoque recursivo de la integración de Gauss y la integración de Wavelet, el cual no solo

reduce el error de integración numérica sino que también reduce el error geométrico

en la reconstrucción de las imágenes.

En este trabajo de tesis se busca mejorar el desempeño de los momentos de

Jacobi-Fourier mediante la teoría de transformaciones de órdenes fraccionarios y para

diferentes con�guraciones de pixeles polares. Para esto, tomamos las ideas propuesta

por Bin Xiao[17], el cual proponen un marco general de los momentos ortogonales

de orden fraccional en sistemas de coordenadas cartesianas y polares, mediante los

polinomios de Legendre desplazados. Los momentos propuestos en este trabajo tienen

propiedades de alta precisión en la reconstrucción de imágenes y robustez de alto ruido

en el reconocimiento de imágenes invariantes, para la extracción de características de

la región de interés.

1.5. Trabajos derivados de la tesis

Vargas, H. & Camacho, C.J. (2018, enero). Momentos complejos para el

análisis de piezas metal-mecánicas. Poster presentado en el X congreso internacional

de investigación UPT, Tulancingo, Hidalgo.

Vargas, H. & Camacho, C.J. �Complex moments for the analysis of metal-

mechanical�. In Applications of Digital Image Processing XL. International Society

for Optics and Photonics.

César Camacho-Bello, José Sáez-Landete, Horlando Vargas-Vargas. Some

aspects of fractional-order circular moments for image analysis. Pattern Recognition,

(en desarrollo).
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1.6. Estructura de la tesis

A continuación se muestra el contenido de este trabajo de tesis, el cual está

estructurado de la siguiente manera:

Capítulo 2: Se presenta un análisis teórico de los distintos tipos de momentos,
tales como: momentos geométricos, momentos complejos y momentos ortogonales, así

como la implementación de los momentos ortogonales de�nidos en un rectángulo y un

círculo.

Capítulo 3: Se propone un nuevo conjunto de momentos genéricos circulares de
orden fraccional a partir de los polinomios genéricos de Jacobi. Además, se obtienen

diferentes familias de momentos circulares de orden fraccional variando el valor de �

y �.

Capítulo 4: Se presenta el cómputo de los momentos circulares de orden fraccional
basado en una con�guración de pixeles polares y a su vez se analiza el desempeño de

cada familia utilizando el error de reconstrucción (NIRE). De igual forma, se propone

un algoritmo de búsqueda para encontrar el valor óptimo de 
 con respecto al error

de reconstrucción.

Capítulo 5: Se implementan los momentos circulares de orden fraccional en
las siguientes aplicaciones: clasi�cación de imágenes e interpolación de imágenes

omnidireccionales. Esto con la �nalidad de medir el desempeño de cada conjunto de

momentos circulares.

Capítulo 6: Se presentan las conclusiones generales del trabajo de tesis y el trabajo
a futuro.
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Capítulo 2

Teoría de momentos

2.1. Introducción

Las imágenes digitales comunes contienen una enorme cantidad de información.

Es por eso que existe la necesidad de implementar métodos de análisis de imágenes

automáticos y robustos[1]. Uno de los métodos utilizados en la actualidad para la

extracción de información de una imagen es a través de los momentos, los cuales son

cantidades escalares reales o complejas utilizadas para describir imágenes y capturar

sus características más importantes. Los momentos han sido ampliamente utilizados

durante cientos de años en estadística para describir la forma de una función de

densidad de probabilidad y en la mecánica de cuerpos rígidos para medir la distribución

de la masa de un cuerpo[2]. Actualmente existen varias aplicaciones dentro del análisis

de imágenes, tales como reconocimiento de patrones, clasi�cación, codi�cación de

imágenes y reconstrucción, entre otras. En el campo matemático los momentos son

�proyecciones� de una función, sobre una base polinomial de manera similar que la

transformada de Fourier. En general, los momentosM (f)
pq de una imagen f(x; y), donde

p y q son enteros no negativos, k = p+q; es el orden de los momentos, y están de�nidos

como,

M (f)
pq =

Z Z
D

Ppq(x; y)f(x; y)dxdy (2.1)

donde la secuencia P00(x; y); P10(x; y); ::::; Pkj(x; y) son funciones polinomiales de�nidas

sobre un dominio D. Dependiendo de la base polinomial utilizada pueden de�nirse

los momentos geométricos, momentos complejos y momentos ortogonales. También,

existen trabajos que remplazan por completo la base polinomial por alguna otra

base,como en el caso de los momentos wavelet[3] y momentos escalonados[4], donde
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las funciones wavelets se usan en una combinación con funciones armónicas en lugar

de los polinomios. Estas modi�caciones ampliaron la noción de momentos, pero no se

ha modi�cado la teoría base de los momentos. Los momentos principales que hay en la

literatura para el tratamiento de imágenes son los momentos geométricos, complejos

y ortogonales, que más a delante se de�nirán en el trascurso de este capítulo.

2.2. Momentos geométricos

La opción más común mediante la cual se puede representar a los momentos

geométricos es a través de una base de potencia estándar Ppq(x; y) = xpyq, de esta

manera los momentos geométricos se de�nen como,

mpq =

1Z
�1

1Z
�1

xpyqf(x; y)dxdy (2.2)

En el caso de una imagen digital los momentos geométrico se de�nen como,

mpq =
X
x

X
y

xpyqf(x; y): (2.3)

Los momentos de orden m00 en imágenes binarias representan el área geométrica de

la imagen. Entonces m00 se de�ne como,

m00 =
xX
0

yX
0

f(x; y): (2.4)

Los momentos de orden m10 y m01, son utilizados para encontrar el centroide de la

imagen, de�nidos de la siguiente manera,

x =
m10

m00
y y =

m01

m00
(2.5)

Por otra parte, los momentos m20, m02 y m11 se conocen como momentos de inercia

describen la distribución de intensidad de la imagen con respecto a los ejes coordenados.

A partir de los momentos de segundo orden se pueden calcular el radio de giro de una

imagen, donde describe la forma en la cual la intensidad de la imagen se distribuye

alrededor de su eje central y se de�ne como,

rx =

r
m20

m00
y ry =

r
m02

m00
(2.6)

Además, si f(x; y) se considera como una densidad probabilística, es decir, sus

valores se normalizan de tal manera que m00 = 1, se pudieran considerar como m10

y m01 como los valores medios. En el caso que fueran cero, m20 y m02 serían las
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proyecciones horizontal y vertical, ym11 sería la covarianza entre ellos. De esta manera,

los momentos de segundo orden de�nen la orientación de la imagen. Asimismo, los

momentos de tercer orden m30 y m03 describen el sesgo proyectivo de una imagen, el

cual es una medida estadística del grado de distribución de la desviación de simetría

alrededor del eje central,

sx =
m30p
m3
20

y sy =
m03p
m3
02

(2.7)

Por último, los momentos de cuarto ordenm40 ym04 describen la curtosis de la imagen,

la cual es una medida de apuntamiento,

kx =
m40

m04
y ky =

m04

m2
02

(2.8)

A través de los momentos geométricos se derivan los momentos invariantes a la

traslación, a la escala y rotación.

2.2.1. Momentos geométricos invariantes

La traslación, rotación y la escala son transformaciones de coordenadas espaciales

de cuatro parámetros, que se puede describir en forma de matriz como,

X
0
= sR�X + t (2.9)

donde t es el vector de traslación, s es un factor de escala, y R� es la matriz de rotación

dado por el ángulo �;

R� =

 
cos� � sin�
sin� cos�

!
: (2.10)

Para darle la propiedad de invariante a traslaciones (sin rotaciones y cambios de escala)

se debe desplazar el centroide del objeto al origen del sistema de coordenadas como,

�pq =

1Z
�1

1Z
�1

(x� x)p(y � y)qf(x; y)dxdy (2.11)

En el caso de una imagen digital los momentos geométricos invariantes a la traslación,

se dan de la siguiente forma,

�pq =
X
x

X
y

(x� x)p(y � y)qf(x; y): (2.12)

Tenga en cuenta que siempre se mantiene �10 = �01 = 0 y �00 = m00: La invariancia a

la traslación de los momentos centrales es directa. La invariancia de escala se obtiene
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mediante una normalización adecuada de cada elemento. Para que un momento se

pueda utilizar como un factor de normalización, es necesario que sea distinto de cero

para todas las imágenes. Los momentos de orden inferior son más estables al ruido y

su cómputo es más rápido, por lo tanto, el momento geométrico m00 es el apropiado

para esta normalización. La normalización está de�nida como, �pq =
�pq
�!00

�pq =
�pq
�!00

(2.13)

donde ! = p+q
2 + 1 para p + q � 2. Finalmente, si f(x0; y0) es la imagen f(x; y)

después de haber sido escalado en cada eje por s, de modo que x0 = sx, y0 = sy y

dx0dy0 = s2dxdy, los momentos centrales en las nuevas coordenadas, toman la siguiente

forma,

�0pq =

1Z
�1

1Z
�1

(x� x0)p(y � y0)q f(x0; y0)dx0dy0 (2.14)

=

1Z
�1

1Z
�1

sp(x� x)psq(y � y)q f(x; y)s2dxdy

cuando p = 0 y q = 0; se tiene que,

�000 = s
2�00 (2.15)

Por lo tanto,

�0pq =
�0pq
(�000)

!
=
sp+q+2�pq
(s2�00)

!
= �pq (2.16)

de ésta manera se demuestra la invariancia a la escala de los momentos normalizados.

Para la invariancia a la rotación, Hu introduce en 1962 [5] los momentos invariantes

a la rotación, los cuales emplean la teoría de los invariantes algebraicos y deriva sus

7 famosos invariantes a la rotación en el plano alrededor del origen, los cuales están

dados por,
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�1 = �20 + �02 (2.17)

�2 = (�20 � �02)2 + 4(�11)2

�3 = (�30 � 3�12)2 + (3�21 � �03)2

�4 = (�30 + �12)
2 + (�21 + �03)

2

�5 = (�30 � 3�12)(�30 + �12)((�30 + �12)2 � 3(�21 + �03)2)

+(3�21 � �03)2(3�21 + �03)(3(�30 + �12)2 � (�21 + �03)2)

�6 = (�20 � �02)((�30 + �12)2 � (�21 + �03)2) +

4�11(�30 + �12)(�21 + �03)

�7 = (3�21 � �03)(�30 + �12)((�30 + �12)2 � 3(�21 + �03)2)

�(�30 � 3�12)(�21 + �03)(3(�30 + �12)2 � (�21 + �03)2)

Si reemplazamos los momentos geométricos por momentos centrales o normalizados

en estas relaciones, obtenemos invariantes no solo de rotación sino también de

traslación o escala, que al mismo tiempo aseguran la invariancia a la rotación alrededor

de un punto arbitrario.

Para implementar a los momentos invariantes de Hu se utilizó la imagen de Lena,

la cual está modi�cada con: traslación de la imagen, escala, rotación y re�exión, como

se muestra en la Fig. 2.1. En la Tabla 2.1 se muestran los resultados en donde se

demuestran que los momentos de Hu son invariantes, ya que la diferencia de los

resultados es mínima.

Momentos invariantes de HU

Momento
Imagen
original

Imagen con
traslación

Imagen
escalada

Imagen
rotada a 45�

�1 2.7819 2.7815 2.7819 2.7803
�2 7.8439 7.8421 7.8439 7.7922
�3 11.3759 11.3372 11.3759 11.1813
�4 10.3359 10.3368 10.3359 10.3603
�5 21.4269 21.4053 21.4259 21.4259
�6 -14.3467 -14.3457 -14.3467 -14.3331
�7 21.2817 21.2653 21.2817 21.1957

Tabla 2.1: Tabla de resultados adquiridos de los momentos invariantes de Hu de la
imagen de Lena.
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Figura 2.1: Transformaciones de la imagen original de Lena: (a) imagen rotada a 45
grados, (b) imagen trasladada, (c) imagen escalada en 0.25 en ambas dimensiones
espaciales, (d) imagen re�ejada.

2.3. Momentos complejos

Los momentos complejos Cpq de una función imagen están de�nidos de la siguiente

manera,

Cpq =

1Z
�1

1Z
�1

(x� jy)
p+q
2 (x+ jy)

p�q
2 f(x; y)dxdy (2.18)

Los momentos geométricos y los momentos complejos llevan la misma cantidad de

información. También, los momentos complejos pueden ser expresados en coordenadas

polares,

x = r cos �; r =
p
x2 + y2:

y = r sin �; � = arctan(y=x):

A partir de la Ec.(2.18) los momentos complejos toman la forma,

Cpq =

1Z
0

2�Z
0

rp+1 exp�jq� f(r; �)drd�; (2.19)
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donde p = 0; 1; 2; :::::1 y q toma cualquier valor entero positivo o negativo. A partir de

la Ec. (2.19) se puede construir el invariante a la rotación de los momentos complejos,

esto se hace calculando el valor absoluto de los momentos complejos en su forma radial,

eCpq = jCpqj ; (2.20)

Para implementar los momentos complejos de la Ec.(2.20) se roto la imagen de Lena

a 45�; 90�; 340� como se muestra la Fig. 2.2. Los resultados obtenidos se muestran en

la Tabla 2.2; donde se puede apreciar que los momentos complejos son invariantes a la

rotación.

Figura 2.2: Cambios del ángulo de rotación de la imagen de Lena para demostrar la
invariancia a la rotación de los momentos complejos: a) imagen original, b) imagen
rotada a 45 grados, c) imagen rotada a 90 grados, d) imagen rotada a 340 grados.
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Momentos Complejos invariantes a la rotación.

Momento
Imagen
original

Imagen
rotada a 45�

Imagen
rotada a 90�

Imagen
rotada a 340�eC00 1.4855 1.4854 1.4855 1.4854eC11 0.1090 0.1090 0.10909 0.1090eC22 0.0685 0.0686 0.0685 0.0686eC20 0.9039 0.9038 0.9039 0.9038eC33 0.0434 0.0434 0.04341 0.04340eC31 0.07529 0.07528 0.07529 0.07528

Tabla 2.2: Resultados obtenidos de los momentos complejos invariantes a la rotación
de la imagen de Lena.

Los momentos centrales radiales de orden p con repetición q, bCpq se de�ne como,
bCpq = Z

x

Z
y

[(x� x)� j(y � y)](p+q)=2[(x� x) + j(y � y)](p�q)=2f(x; y)dxdy (2.21)

donde p � q es par y los centroides son calculados con la Ec.(2.5). Para no depender
de los centroides de una imagen (x y y), la Ec.(2.21) puede ser reescrita como,

bCpq = Z
x

Z
y

(K �A)u(K� �A�)vf(x; y)dxdy (2.22)

donde K = x � jy;A = x � jy = D11=D00; u = (p + q)=2 y v = (p � q)=2: El kernel
puede ser representado de la siguiente manera,

(K �A)u =
uX

m=0

�
u

m

�
(K)u�m(�A�)m (2.23)

y,

(K� �A�)v =
vX
n=0

�
v

n

�
(K�)v�n(�A�)n (2.24)

por lo tanto, la Ec.(2.22) puede ser expresada en términos de,

bCpq =
uX

m=0

vX
n=0

�
u

m

��
v

n

�
(�A�)m(�A�)n (2.25)Z

x

Z
y

(K)u�m(K�)v�nf(x; y)dxdy

Horlando Vargas Vargas UPT 23
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Tomando la ecuación anterior, los momentos centrales radiales de orden p con

repetición q se puede obtener como una serie de momentos radiales,

bCpq = uX
m=0

vX
n=0

�
u

m

��
v

n

�
(�A�)m(�A�)nCp0q0 (2.26)

donde p0 = (u �m) + (v � n) y q0 = (u �m) � (v � n): A partir de la Ec.(2.26) se

pueden de�nir los primeros 3 órdenes invariantes a la traslación [6],

orden 0 :bC00 = C00;
orden :bC11 = C11 �AC00,
orden 2 :bC22 = C22 � 2AC11 +A2C00;bC20 = C20 �A�C11 �AC�11 +AA�C00;
orden 3 :bC33 = C33 � 3AC22 + 3A2C11 �A3C00,bC31 = C31 �A�C22 � 2AC20 + 2AA�C11 +A2C�11 �A2A�C00.

(2.27)

Para poder aplicar la invariancia a la traslación de los momentos complejos en su

forma radial, se utilizan las imágenes mostradas en la Fig. 2.3, donde se puede apreciar

que la letra �E� se encuentra a diferentes posiciones. Los resultados de los primeros

tres órdenes de los momentos invariantes a la traslación de la Fig. 2.3 se muestran en

la Tabla 2.3 como se puede apreciar los valores son muy similares.
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Figura 2.3: Cambios de traslación en imagen binaria de la letra E para demostrar la
invariancia a la traslación de los momentos complejos: (a) �x = �210;�y = 210;(b)
�x = 240;�y = 240; (c) �x = 270;�y = �240; (d) �x = �270;�y = �240.

Momentos Complejos invariantes a la traslación.

Momento
Imagen
(a)

Imagen
(b)

Imagen
(c)

Imagen
(d)bC00 1.31255 1.3106 1.3113 1.3107bC11 0 0 0 0bC22 0.01138 0.01449 0.01329 0.01432bC20 0.7895 0.78641 0.78759 0.7865bC33 0.00823 0.0114 0.0101 0.0112bC31 0.01079 0.01090 0.01091 0.01095

Tabla 2.3: Tabla de los resultados obtenidos de los momentos complejos invariantes a
la traslación de la imagen binaria de la letra E.
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2.4. Momentos ortogonales

Los momentos son usados como descriptores en muchas aplicaciones de visión

por computadora. Teague en 1980[7]; introdujo los momentos con una función de

base ortogonal. Éstos tiene la capacidad de caracterizar información con mínima

redundancia a diferencia de los momentos que no tienen una base ortogonal y se

generan utilizando polinomios ortogonales continuos y discretos. Los elementos de los

momentos ortogonales con base ortogonal Pn;m(x; y), satisfacen la siguiente condición

de ortogonalidad, ZZ



Pn;m(x; y)Pp;q(x; y) = �n;p�m;q; (2.28)

donde �n;p es el símbolo de Kronecker,

�n;p =

�
0; n 6= p
1; n = p

Los momentos ortogonales se de�nen de la siguiente manera,

Qn;m =

ZZ



Pn;m(x; y)f(x; y)dxdy (2.29)

donde 
 es el área de ortogonalidad. El dominio puede estar de�nido en un rectángulo

o en un círculo. La mayoría de los polinomios ortogonales pueden ser calculados con

mayor estabilidad numérica mediante relaciones de recurrencia, a diferencia de los

momentos geométricos, que utiliza potencias, las cuales aumentan su inestabilidad

mientras los órdenes aumentan.

2.4.1. Momentos rectangulares

Los momentos ortogonales de�nidos en un rectángulo para una función f(x; y) de

tamaño N �M expresados por,

qn;m =

ZZ



Pn;m(x; y)f(x; y)dxdy (2.30)

donde Pn;m(x; y) es el kernel de transformación, la cual consta de dos polinomios

ortogonales An(x) y Am(y);de�nidos como,

Pn;m(x; y) = An(x)Am(y) (2.31)

Las funciones An(x) y Am(y) corresponden a una misma familia de polinomios

ortogonales, pero de igual forma se pueden combinar diferentes familias de polinomios
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ortogonales. El kernel Pn;m(x; y) puede estar compuesto por polinomios ortogonales

continuos o discretos. Donde los polinomios discretos, tienen un mejor desempeño

debido a que la imagen está de�nida en un espacio discreto, por lo que no requieren

aproximaciones como es el caso de los polinomios continuos[8].

La reconstrucción de una imagen mediante estos momentos está dada por,

ef(x; y) = LX
n=0

LX
m=0

qn;mAn(x)Am(y) (2.32)

donde la función ef(x; y) es la imagen reconstruida de f(x; y); L es el máximo orden
los momentos rectangulares utilizados en la reconstrucción.

Los momentos ortogonales de�nidos en un rectángulo se pueden dividir en dos

tipos, en momentos ortogonales continuos y en discretos, dependiendo de la función

del Kernel Pn;m(x; y) es ortogonal en dominios continuos o discreto. Por ejemplo los

momentos de Legendre[9] y los momentos de Gaussian-Hermite[10] que son momentos

ortogonales continuos. Los momentos ortogonales discretos incluyen principalmente a

los momentos de Tchebichef[11], momentos de Krawtchouk[12], momentos de Hahn[13]

y los momentos de Racah[14].

2.4.2. Momentos radiales

La expresión general para los momentos radiales de orden n y repetición m para

una función imagen f(r; �) en coordenadas polares está dada por,

�n;m =

2�Z
0

1Z
0

f(r; �)Pn;m(r; �)rdrd� (2.33)

donde Pn;m(r; �) es la función kernel, que consta de dos funciones: una de ellas es

una familia de polinomios ortogonales An(r) en la coordenada radial y la otra es una

función exponencial compleja exp(jm�) en la coordenada angular, la función Pn;m(r; �)

está de�nida como,

Pn;m(r; �) = An(r) exp(�jm�); (2.34)

Además, la función kernel es ortogonal dentro, del círculo de radio unitario, 0 � r � 1;
0 � � � 2�; donde la condicion de ortogonalidad es expresada por la siguiente función,

2�Z
0

1Z
0

Pn;m(r; �)Pk;l(r; �)rdrd� = �n;m�k;l (2.35)
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Por otra parte, una imagen digital puede ser reconstruida por un número in�nito

de momentos radiales. La distribución discreta reconstruida de la imagen está dada

por,

ef(r; �) = LX
n=0

LX
m=0

�n;mPn;m(r; �) (2.36)

donde ef(r; �) es la imagen reconstruida de f(r; �); y L es el máximo orden de momentos
radiales utilizados en la recontrucción de la imagen.

Para imágenes digitales, la Ec.(2;33) no puede ser aplicada directamente. Sea

f(ri;j ; �i;j) una imagen digital de tamaño M �N: Sus momentos discretos �n;m están
dados por,

e�n;m = M�1X
i=0

N�1X
j=0

f(ri;j ; �i;j) ePn;m(ri;j ; �i;j) (2.37)

donde las coordenadas polares discretas están expresadas por,

ri;j =
q
x2i + y

2
j ri;j � 1

�i;j = arctan

�
yj
xi

� (2.38)

y las coordenadas son transformadas de la siguiente forma,

xi =
2i+ 1�N

N
; yj =

2j + 1�M
M

(2.39)

donde i = 0; :::;M � 1 y j = 0; ::::; N � 1: Cuando las integrales de Ec.(2;33) se
sustituyen por sumatorias y la imagen se normaliza dentro del circulo unitario, es

conocido como aproximación de orden cero o método directo.

Las características más importantes de los momentos radiales son la invariancia a

la rotación, a la re�exión, y a la escala. Si consideramos una imagen f(r; �� 
) que es
rotada 
 grados, esto da como resultado a los momentos �
n;m; los cuales es relacionada

con �n;m de la siguiente manera,

���
n;m = �n;m exp(�jm
) (2.40)

Si se obtiene el módulo de los momentos radiales,������
n;m

��� = ���n;m�� ;
se comprueba la invariancia a la rotación. De la misma manera, si consideramos el caso

general de la re�exión a través de una linea que pasa por el origen, que gira dentro

de un ángulo positivo 
 con respecto al eje y: La imagen puede ser representada como
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f(r; 2
 � �); el hecho de que la transformación depende de 2
; se da a que la línea de
re�exión no tiene dirección única: sin cambios para 180� de rotación. La relación de

los momentos radiales afectada por la re�exión está de�nida por,

�2
��n;m = �n;m exp(�j2m
) (2.41)

y por lo tanto, el módulo, ����2
��n;m

��� = ���n;m�� ;
es invariante a la re�exión. Los momentos radiales son invariantes a la escala por

naturaleza, debido a que el radio unitario donde se de�ne a la imagen tiene que

ser remapeado dependiendo de las dimensiones de la imagen. En otras palabras,

sin importar el tamaño de la imagen, siempre va estar de�nida dentro del radio

unitario.Sin embargo, esto se cumple siempre y cuando no se utilicen aproximaciones

en el cálculo de los momentos radiales. Además, los momentos radiales no tienen

información redundante como los momentos geométricos y los momentos complejos.

Dentro de los momentos ortogonales radiales se encuentran principalmente: los

momentos de Zernike[15], momentos pseudo-Zernike[16], momentos ortogonales de

Fourier-Mellin[17], momentos Chebyshev-Fourier[18], momentos de Jacobi-Fourier[19],

momentos de Bessel-Fourier[20], los momentos de Fourier armónico[21], los momentos

de exponenciales de Fourier[22], momentos de Legendre desplazados[23].

2.5. Implementación de los momentos ortogonales con los
polinomios de Legendre desplazados

Para llevar a cabo la implementación de los momentos ortogonales cartesianos y

radiales, en reconstrucción de imágenes digitales se utilizan los momentos de Legendre

desplazados en su forma cartesiana y los momentos de Legendre-Fourier en su forma

radial, donde se utilizó a la imagen Lena de 100 � 100 como imagen de prueba Fig.
2;4.
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Figura 2.4: Imagen de prueba.

Para el cómputo de los momentos se utilizó la relación recursiva de los polinomios

de Legendre desplazados, la cual está de�nida de la siguiente manera,

anLn(r) = (2r � 1)Ln�1(r)� an�1Ln�2(r) (2.42)

donde r 2 [0; 1]; y el coe�ciente an es calculado como,

an =
np

4n2 � 1
(2.43)

Para el cálculo inicial, el orden cero y el primer orden normalizado está dado por,

L0(r) = 1; (2.44)

L1(r) =
p
3(2r � 1) (2.45)

La función radial Ln(r) satisface la propiedad de ortogonalidad dada por,Z 1

0
Ln(r)Lm(r)dr = �n;m (2.46)

donde �n;m es la delta Kronecker, tal que:

�n;m =

�
0;m 6= n
1;m = n

(2.47)

Para medir el desempeño de los momentos ortogonales se utiliza el error de

reconstrucción normalizado de la imagen conocido como NIRE por sus siglas en inglés,
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el cual es calculado mediante el error cuadrático medio normalizado de la imagen

original f(i; j) y la imagen reconstruida ef(i; j); la cual su de�nición discreta está
dada de la siguiente manera,

NIRE =

N�1X
i=0

M�1X
j=0

[f(i; j)� ef(i; j)]2
N�1X
i=0

M�1X
j=0

f2(i; j)

(2.48)

2.5.1. Momentos de Legendre desplazados

Los momentos de Legendre desplazados para una imagen f(x; y) están de�nidos

de la siguiente manera,

Ln;m =

Z 1

0

Z 1

0
f(x; y)Pn;m(x; y)dxdy (2.49)

donde la función del kernel de los momentos de Legendre está dado por,

Pn;m(x; y) = Ln(x)Lm(y) (2.50)

donde,

x =
i

N
; i = 0; 1; 2; ::::N

y =
j

M
, j = 0; 1; 2; :::M

Para la reconstrucción de una imagen digital ef(x; y) a través de los momentos de
Legendre desplazados, se utiliza la siguiente expresión,

ef(i; j) = LX
n=0

LX
m=0

Pn;m(x; y)Ln;m (2.51)

En la Fig 2;5 se muestra la reconstrucción de la imagen y el error de reconstrucción

de la imagen de prueba a través de los momentos de Legendre desplazados.
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Figura 2.5: Reconstrucción de la imagen en escala de grises �Lena�de tamaño 100�100
pixeles con los momentos de Legendre. El orden máximo de momentos aumenta de 10 a

50.

En la Fig;2;6 se muestra la grá�ca del error NIRE de la imagen reconstruida. Como

se puede apreciar en la grá�ca, el error de reconstrucción disminuye al aumentar el

orden de los momentos.

Figura 2.6: Error de reconstrucción NIRE de la imagen en escala de

grises �Lena�con los momentos de Legendre.
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2.5.2. Momentos de Legendre-Fourier

La expresión para los momentos de Legendre-Fourier de orden n y repetición m,

para una función imagen f(r; �) en coordenadas polares está dada por,

�n;m =

2�Z
0

1Z
0

f(r; �)Pn;m(r; �)rdrd� (2.52)

donde Pn;m(r; �) es la función del kernel , que consta de dos funciones: el polinomio

ortogonal de Legendre desplazado Ln(r) y el factor exponencial de Fourier exp(�jm�),

Pn;m(r; �) = Ln(r) exp(�jm�) (2.53)

Por otra parte, de acuerdo con la teoría ortogonal, la función imagen f(r; �) puede

ser reconstruida por un número in�nito de órdenes de los momentos de Legendre-

Fourier. La distribución discreta de la imagen está dada por,

ef(r; �) = M�1X
i=0

N�1X
j=0

�n;mLn(r) exp(jm�) (2.54)

donde ef(r; �) es la función reconstruida de la función f(r; �) y L es el orden máximo
usado en la reconstrucción de la imagen.

Para la implementación de los momentos de Legendre-Fourier en la reconstrucción

de la imagen de la Fig. 2.4 se realiza mediante la Ec. 2.54, teniendo como resultados

los que se muestran en la Fig.2.7.

Figura 2.7: Imagen reconstruida de �Lena�con los momentos de Legendre-Fourier para

distintos ordenes L.

El comportamiento del error de reconstrucción (NIRE) a través del incremento del

orden de los momentos de Legendre-Fourier se presenta en la Fig. 2;8.
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Figura 2.8: Error de reconstrucción NIRE de la imagen en escala de

grises �Lena�con los momentos de Legendre-Fourier.

En base a los resultados obtenidos del error de reconstrucción de la Fig.2.6 se puede

apreciar que el error de reconstrucción aumenta cuando el orden L=30 ocasionando

que la imagen reconstruida se obscurezca perdiendo el contraste. Además, no se llega

a reconstruir el contorno del radio unitario. Comparando los resultados obtenidos de

la Fig.2.6 con los resultados de la Fig.2.8 de la reconstrucción de la imagen de Lena,

los momentos de Legendre tienen mejor desempeño debido a que son ortogonales en

coordenadas cartesianas y se evita el error de mapeo (generado por transformación

de mapeo) durante el cálculo de los momentos. Los resultados obtenidos se pueden

comparar con los resultados reportados por B. Xiao et al. [23], los cuales tienen un

comportamiento similar con los resultados presentados en este trabajo de tesis en

donde el error de reconstrucción aumenta a partir de L=25.
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Capítulo 3

Polinomios genéricos de orden
fraccional

3.1. Introducción

En 1954 Bhatia y Wolf [1] mencionan que existe un número in�nito de polinomios

ortogonales radiales que se pueden obtener a partir de los polinomios genéricos de

Jacobi. La variación de los parámetros � y � de los polinomios de Jacobi puede producir

diferentes conjuntos de momentos ortogonales [2][3], tales como: momentos ortogonales

de Mellin-Fourier (� = � = 2)[4], momentos de Chebychev-Fourier (� = 2; � = 3=2)

[5], momentos pseudo-Jacobi-Fourier (� = 4; � = 3) y los momentos de Legendre-

Fourier(� = � = 1). En el 2005, Ping et al. [5] nombra a los momentos de Jacobi-

Fourier como momentos radiales genéricos y sugiere que la formulación de momentos

radiales a través de los polinomios de Jacobi será un bene�cio en su rendimiento

y la búsqueda de un momento radial determinante, es decir, que tenga un buen

desempeño para cualquier tipo de imágenes. En este capítulo de tesis, se propone un

nuevo conjunto de momentos genéricos circulares de orden fraccional a partir de los

polinomios genéricos de Jacobi y además se obtienen diferentes familias de momentos

circulares conocidos de orden fraccional variando los valores de � y �.

3.2. Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi satisfacen la siguiente ecuación diferencial de segundo

orden:
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(1� x2) d2
dx2
P�;�n (x) + [�(2 + �+ �)x+ �� �] ddxP

�;�
n (x)+

n[n+ 1 + �+ �]P�;�n (x) = 0;
(3.1)

donde n 2 N: La solución de la ecuación diferencial satisface la siguiente condición,

P�;�n (1) =
�(�+ n+ 1)

�(�+ 1)n!
(3.2)

donde P�;�n (x) son los denominados polinomios de Jacobi. Con esta condición, la

relación entre los polinomios de Jacobi y la función hipergeométrica está asociada

como,

P�;�n (x) =
�(�+ n+ 1)

�(�+ 1)n!
2F1(�n; n+ �+ � + 1;�+ 1;

1� x
2

): (3.3)

Dependiendo de los valores de � y �; los polinomios de Jacobi pueden generar diferentes

familias de poliniomios conocidos, tales como: Polinomios de Chebyshev de primera

especie (� = � = �12), Polinomios de Chebyshev de segunda especie (� = � = 1
2),

Polinomios de Chebyshev de tercera especie (� = 1
2 , � = �12), Polinomios de

Chebyshev de cuarta especie (� = �12 , � =
1
2), Polinomios de Legendre (� = � = 0)

y los Polinomios ultraesféricos o Polinomios de Gegenbauer (� = �).

Los polinomios clásicos de Jacobi se han utilizado en análisis matemático y

aplicaciones prácticas [6, 7, 8, 9]. En particular, los polinomios de Legendre y

Chebyshev han desempeñado un papel importante en métodos espectrales para

ecuaciones diferenciales parciales [10, 11, 12]. Existe un gran interés en el uso de

aproximaciones espectrales con polinomios de Jacobi, especialmente para problemas

con coe�cientes degenerados o singulares. Por ejemplo, Bernardi y Maday [13]

consideraron aproximaciones espectrales utilizando los polinomios ultraesféricos en

espacios de Sobolev ponderados. Guo [14, 15, 16] desarrolló aproximaciones de Jacobi

en ciertos espacios de Hilbert con sus aplicaciones a ecuaciones diferenciales singulares

y algunos problemas en intervalos in�nitos. Recientemente, los polinomios de Jacobi

han sido modi�cados para ser utilizados en el análisis de imágenes mediante la teoría

de los momentos.

Recientemente, los polinomios desplazados de Jacobi son utilizados como kernels de

los momentos circulares para el análisis de imágenes, los cuales están de�nidos como,

Jn(�; �; r) =

s
!(�; �; r)

bn(�; �)
Gn(�; �; r); (3.4)
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donde Gn(�; �; r) son los polinomios de Jacobi, bn(�; �) es la constante de normal-

ización y !(�; �; r) es la función peso. Las expresiones anteriores se calculan de la sigu-

iente manera,

Gn(�; �; x) =
n!(� � 1)!
(�+ n� 1)!

nX
s=0

(�1)s � (�+ n+ s� 1)
(n� s)!s!�(� + s� 1)!x

s (3.5)

bn(�; �) =
n![(� � 1)!]2(�� � + n+ 1)!

(� + n� 1)!(�+ n� 1)!(�+ 2n) (3.6)

!(a; �; r) = (1� r)���r��1 a� � > �1y � > 0 (3.7)

donde �(�) es la función gamma, � � � > �1; y � > 0: En la literatura existen,

dos de�niciones diferentes de los polinomios de Jacobi Gn(�; �; r) y de la constante

de normalización bn(�; �); la primera está dada por Abramowitz y Stegun [17] y la

segunda está dada por Bhatia y Wolf [18], las cuales generan cierta confusión. Sin

embargo, ambas de�niciones presentan las mismas propiedades y el mismo rendimiento

descriptivo [19]. En este trabajo de tesis usamos la de�nición de Bhatia y Wolf que

es usada en trabajos anteriores [20, 21]. Por otra parte, los polinomios desplazados de

Jacobi son ortogonales en el intervalo [0; 1] ;

1Z
0

Jn(�; �; r)Jm(�; �; r)dr = �nm (3.8)

donde �nk es la delta de Kronecker. Por otra parte, el cálculo directo de los polinomios

de Jacobi, especialmente el cálculo de los factoriales en las Ec:(3.5) y Ec.(3.6) aumentan

el tiempo de cómputo y solamente es preciso para factoriales menores que 21 [22].

Para resolver este problema, Upneja y Singh [20] proponen una relación de recurrencia

libre de factoriales y de la función gamma. Sin embargo, contienen una errata, que

es corregida por Sáez Landete[23]. La relación de recurrencia propuesta por Upneja y

Singh se de�ne de la siguiente manera,

Jn(�; �; r) =
p
(�+ 2n)!(�; �; r)AnPn(�; �; r) (3.9)

donde Pn(�; �; r) se calcula mediante la siguiente relación de recurrencia,

Pn(�; �; r) = (L1r + L2)Pn�1(�; �; r) + L3Pn�2(�; �; r) (3.10)

donde,
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L1 = �(2n+ �� 1)(2n+ �� 2)
n(� + n� 1) ; (3.11)

L2 = (�+ 2n� 2) + (n� 1)(� + n� 2)
(� + 2n� 3) L1; (3.12)

L3 =
(�+ 2n� 4)(�+ 2n� 3)

2
(3.13)

+
(� + 2n� 3)(n� 2)

2
L1 � (�+ 2n� 4)L2:

Los polinomios de orden cero y orden uno están dados por,

P0(�; �; r) =
�(�)

�(�)
; (3.14)

P1(�; �; r) =
�(�� 1)
�(�)

(1� �+ 1
�

r): (3.15)

Finalmente, el coe�ciente An(�; �) es calculado mediante la siguiente relación,

An(�; �) =

s
n(� + n� 1)

(�+ n� 1)(�� � + n)An�1(�; �) (3.16)

donde la condición inicial de An(�; �) es dada por,

A0(�; �) =

s
�(�)

�(�)�(�� � + 1) (3.17)

Por otra parte, Camacho-Bello et al.[22] proponen una relación de recurrencia de

los polinomios de Jacobi más simpli�cada que la propuesta de Upneja y Singh[20]. La

relación de recurrencia está dada por,

DnJn(�; �; r) = (2r � 1� Cn)Jn�1(�; �; r)�Dn�1Jn�2(�; �; r) (3.18)

donde,

Cn =
(�� 1)(2� � �� 1)

(2n+ �� 1)(2n+ �� 3) (3.19)
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Dn =

s
4n(n+ �� �)(n+ � � 1)(n+ �� 1)
(2n+ �� 1)2(2n+ �)(2n+ �� 2) (3.20)

donde los valores iniciales de Jn(�; �; r) están dados por,

J0(�; �; r) =

s
!(�; �; r)

b0(�; �)
(3.21)

J1(�; �; r) = J0(�; �; r)

s
(�+ 2)�

�� � + 1(
�+ 1

�
r � 1) (3.22)

Los primeros 3 polinomios de Jacobi para diferentes valores de � y � se muestran

en las Tablas 3.1-3.3.

J0(�; �; r) 1

J1(�; �; r)
p
3(2r � 1)

J2(�; �; r)
1
2(
p
45(2r � 1)2 �

p
5)

Tabla 3.1: Polinomios de Jacobi cuando � =� = 1.

J0(�; �; r)
p
2r

J1(�; �; r)
p
r(6r � 4)

J2(�; �; r)
p

r
6((2r � 16=15)(30r � 20)� 10=3)

Tabla 3.2: Polinomios de Jacobi cuando � =� = 2.

J0(�; �; r)
4p
3�
(r � r2) 14

J1(�; �; r)
4p
3�
(r � r2) 14 (4r � 2)

J2(�; �; r)
4p
3�
(r � r2) 14 ((4r � 2)2 � 1)

Tabla 3.3: Polinomios de Jacobi cuando � =2,�=3/2.
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En la Fig. 3.1 se muestra la comparación del tiempo de cómputo de la relación de

recurrencia de Camacho-Bello et al.[22] y la propuesta por Upneja y Singh[20] para

los polinomios de Jacobi.

Figura 3.1: Comparación del tiempo de cómputo de la relación de recurrencia de
Camacho-Bello et al con la propuesta por Upneja y Singh de los polinomios desplazados
de Jacobi con diferentes órdenes n y �r = 1=100000:

3.3. Polinomios ortogonales radiales sustituidos y pesa-
dos de Jacobi

A partir de los polinomios ortogonales clásicos, se pueden generan dos tipos de

polinomios ortogonales radiales: los polinomios ortogonales radiales pesados y los

polinomios ortogonales radiales substituidos. Bin Xiao et al.[24], demuestran que los

polinomios substituidos utilizados como kernel de los momentos ortogonales circulares

tienen un mejor rendimiento que la de�nición basada en polinomios pesados para los

momentos de Legendre-Fourier. La diferencia de los polinomios ortogonales radiales

pesados y los polinomios ortogonales radiales sustituidos depende de la forma de cómo

se de�ne la parte radial de los momentos, es decir, los polinomios ortogonales junto con

el Jacobiano que es introducido por el cambio de variable de coordenadas cartesianas

a coordenadas polares para cumplir la condición de ortogonalidad. En trabajos previos

[19; 22; 23; 21; 20; 25], utilizan los polinomios ortogonales radiales pesados, de�nidos de

la siguiente manera,
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bJ(�; �; r) = Jn(�; �; r)p
r

; r 6= 0 (3.23)

Tal que, la condición de ortogonalidad de la Ec. (3.8) se reescribe como,

1Z
0

bJn(�; �; r) bJm(�; �; r)rdr = 1Z
0

Jn(�; �; r)Jm(�; �; r)dr = �nm (3.24)

Lema 2: La relación de recurrencia de los polinomios radiales pesados de Jacobi
está de�nida por,

bJn(�; �; r) = (2r � 1� Cn) bJn�1(�; �; r)�Dn�1 bJn�2(�; �; r) (3.25)

donde Dn y Cn se calculan mediante las Ec. (3.19) y Ec. (3.20). y los valores

iniciales están dados por,

bJ0(�; �; r) =

s
!(�; �; r)

b0(�; �)r
(3.26)

bJ1(�; �; r) = bJ0(�; �; r)
s
(�+ 2)�

�� � + 1(
�+ 1

�
r � 1) (3.27)

Los primeros 3 polinomios de Jacobi pesados para diferentes valores de � y � se

muestran en las Tablas 3.4-3.6.

bJ0(�; �; r) q
1
rbJ1(�; �; r) q
3
r (2r � 1)bJ2(�; �; r) 1

2
p
r
(
p
45(2r � 1)2 �

p
5)

Tabla 3.4: Polinomios de Jacobi pesados cuando � =� = 1.

bJ0(�; �; r) p
2bJ1(�; �; r) (6r � 1)bJ2(�; �; r) q
1
6((2r � 16=15)(30r � 20)� 10=3)

Tabla 3.5: Polinomios de Jacobi pesados cuando � = � = 2.
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bJ0(�; �; r) 4p
3�r
(r � r2) 14bJ1(�; �; r) 4p

3�r
(r � r2) 14 (4r � 2)bJ2(�; �; r) 4p

3�r
(r � r2) 14 ((4r � 2)2 � 1)

Tabla 3.6: Polinomios de Jacobi pesados cuando � =2, � = 3=2.

Por otra parte, con la ayuda de los polinomios de Jacobi, se puede obtener los

polinomios radiales substituidos de Jacobi mediante la siguiente relación,

eJn(�; �; r) = p2Jn(�; �; r2) (3.28)

Teorema 1: Los polinomios radiales sustituidos de Jacobi son ortogonales en el
intervalo [0,1],

1Z
0

eJn(�; �; r) eJm(�; �; r)rdr = �nm (3.29)

Prueba: Sustituyendo la Ec.(3.28) en la Ec. (3.29), y con la ayuda de la Ec. (3.8),
se tiene,

1Z
0

eJn(�; �; r) eJm(�; �; r)rdr =

1Z
0

p
2Jn(�; �; r

2)
p
2Jm(�; �; r

2)rdr

=

1Z
0

Jn(�; �; r
2)Jm(�; �; r

2)2rdr

=

1Z
0

Jn(�; �; r
2)Jm(�; �; r

2)dr2

=

1Z
0

Jn(�; �; r)Jm(�; �; r)dr

= �nm

Lema 2: La relación de recurrencia de los polinomios radiales sustituidos de Jacobi
está dado por,

Dn eJn(�; �; r) = (2r2 � 1� Cn) eJn�1(�; �; r)�Dn�1 eJn�2(�; �; r) (3.30)

donde Dn y Cn se calculan mediante las Ec. (3.19) y Ec. (3.20). Los valores iniciales

están dados por,
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eJ0(�; �; r) =

s
2!(�; �; r2)

b0(�; �)
(3.31)

eJ1(�; �; r) = eJ0(�; �; r)
s
(�+ 2)�

�� � + 1(
�+ 1

�
r2 � 1) (3.32)

Los primeros 3 polinomios de Jacobi sustituidos para diferentes valores de � y �

se muestran en las Tablas 3.7-3.9.eJ0(�; �; r) p
2eJ1(�; �; r) p
6(2r2 � 1)eJ2(�; �; r) 1

2(
p
90(2r � 1)2 �

p
10)

Tabla 3.7: Polinomios de Jacobi sustituidos cuando � = � = 1.

eJ0(�; �; r) 2reJ1(�; �; r) p
2(6r2 � 4)eJ2(�; �; r) q
1
3((2r

3 � 16r=15)(30r3 � 20r)� 10r=3)

Tabla 3.8: Polinomios de Jacobi sustituidos cuando � = � = 2.

eJ0(�; �; r) 4
q

2
3� (r

2 � r4) 14eJ1(�; �; r) q
2
3� (r

2 � r4) 14 (16r2 � 8)eJ2(�; �; r) q
2
3� (r � r

2)
1
4 (4(4r � 2)2 � 4)

Tabla 3.9: Polinomios de Jacobi sustituidos cuando � =2, � = 3=2.

Prueba: Al multiplicar
p
2 por Ec. (3.18) y reemplazando r ! r2, y utilizando la

Ec. (3.28), se tiene que,

Dn
p
2Jn(�; �; r

2) = (2r2 � 1� Cn)
p
2Jn�1(�; �; r

2)�Dn�1
p
2Jn�2(�; �; r

2)

Dn eJn(�; �; r) = (2r2 � 1� Cn) eJn�1(�; �; r)�Dn�1 eJn�2(�; �; r)
En las Fig. (3.2), Fig. (3.3) y Fig. (3.4) se muestran las diferentes de�niciones de los

polinomios de Jacobi.
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Figura 3.2: Grá�cas de las diferentes formas de los polinomios de Jacobi con
�=�=1: (a) Polinomios clásicos de Jacobi (Polinomios de Legendre), (b) Polinomios
pesados radiales de Jacobi (Polinomios pesados radiales de Legendre), (c) Polinomios
sustituidos radiales de Jacobi (Polinomios sustituidos radiales de Legendre).
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Figura 3.3: Grá�cas de las diferentes formas de los polinomios de Jacobi con �=�=2:
(a) Polinomios clásicos de Jacobi (Polinomios de Mellin), (b) Polinomios pesados
radiales de Jacobi (Polinomios pesados radiales de Mellin), (c) Polinomios sustituidos
radiales de Jacobi (Polinomios substituidos radiales de Mellin).
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Figura 3.4: Grá�cas de las diferentes formas de los polinomios de Jacobi con
�=2,�=3/2: (a) Polinomios clásicos de Jacobi (Polinomios de Chebychev), (b)
Polinomios pesados radiales de Jacobi (Polinomios pesados radiales de Chebychev),
(c) Polinomios substituidos radiales de Jacobi (Polinomios sustituidos radiales de
Chebychev).
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En las Figs.3.2-3.4 se pueden visualizar las diferentes de�niciones de los polinomios

de Jacobi con diferentes valores de � y �. En donde se puede apreciar que en las grá�cas

de los polinomios genéricos de Jacobi (Fig.3.2a, Fig.3.3a, y la Fig.3.4a) los ceros del

polinomio están distribuidos a lo largo del eje radial. Por otra parte cuando r tiende a

cero los polinomios de Jacobi pesados tienden a in�nito. Finalmente, los resultados de

la Fig.3.2a son similares a los de la Fig.3.2c, con la diferencia de que, estos se desplazan

hacia la derecha, asimismo la Fig.3.3a comparada con la Fig.3.3c y las Fig.3.4a con la

Fig.3.4c presentan el mismo comportamiento.
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3.4. Polinomios de Jacobi de orden fraccional

A.H.Bhrawy y M.A.Zaky [26] proponen los polinomios ortogonales desplazados de

Jacobi de orden fraccional basados en los polinomios desplazados de Jacobi, a partir de

una nueva fórmula que expresa explícitamente cualquier derivada de orden fraccional,

en términos de los polinomios ortogonales desplazados de Jacobi de orden fraccional,

que permite resolver de forma directa las ecuaciones diferenciales fraccionales lineales

y no lineales de tipo Caputo utilizando, el método de Jacobi Tau desplazado de

orden fraccional y método de colocación de Jacobi de orden fraccional desplazado.

Además, utilizaron métodos espectrales basados en los polinomios de Jacobi de orden

fraccional para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales de

orden fraccional. También, son utilizadas para resolver ecuaciones diferenciales de

orden fraccional, tales como; la ecuación diferencial fraccional de Riccati y la ecuación

no homogénea de Bagley-Torvik.

Recientemente los polinomios ortogonales de orden fraccional han sido utilizados

para el análisis de imágenes. Bin Xiao [24] propone los momentos desplazados de

Legendre de orden fraccional y los momentos de Legendre-Fourier para la extracción

de características de una región de interés y para el reconocimiento de rostros. Por

otra parte, J. Yang et al. [27] proponen los momentos de Zernike de orden fraccional

invariantes a la rotación y robustos al ruido. Al mismo tiempo H. Zhang et al. [28]

de�nen a los momentos Mellin-Fourier de orden fraccional para el reconocimiento de

patrones y a su vez proponen una relación de recurrencia para reducir el tiempo de

cómputo y mejorar la estabilidad numérica de los momentos de Mellin-Fourier de orden

fraccional. Los momentos de�nidos por H. Zhang et al. tienen una mejor capacidad

descriptiva y son más robustos al ruido, especialmente en imágenes de menor tamaño.

En este trabajo de tesis se proponen utilizar como kernels los polinomios

desplazados de Jacobi sustituidos y pesados que están de�nidos de la siguiente manera,

ePen(�; �; 
; r) = p
r
�1 eJn(�; �; r
) (3.33)

bPbn(�; �; 
; r) = p
r
�1 bJn(�; �; r
) (3.34)

donde 
 > 0; en y bn es el orden fraccional de los polinomios dado por 
(n+ 1)� 1. En
el Teorema 1 se muestra la condición de ortogonalidad de los polinomios desplazados

de Jacobi sustituidos y pesados.

Teorema 1: Los polinomios radiales sustituidos y pesados de Jacobi de orden
fraccional son ortogonales en el intervalo [0,1], y cumplen las siguientes condiciones

de ortogonalidad.
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Z 1

0

ePen(�; �; 
; r) ePem(�; �; 
; r)rdr = �enem (3.35)

Z 1

0

bPbn(�; �; 
; r) bPbm(�; �; 
; r)rdr = �bnbm (3.36)

Prueba: Para los polinomios desplazados de orden fraccional de Jacobi sustituidos
se demuestra sustituyendo la Ec.(3.33) en la Ec.(3.35), y simpli�cando de la siguiente

manera,

Z 1

0

ePen(�; �; 
; r) ePem(�; �; 
; r)rdr =

Z 1

0

p

r
�1 eJn(�; �; r
)p
r
�1 eJm(�; �; r
)rdr

=

Z 1

0

r2
�1 eJn(�; �; r
) eJm(�; �; r
)dr

=

Z 1

0

r
�1 eJn(�; �; r
) eJm(�; �; r
)r
dr

=

Z 1

0

eJn(�; �; r
) eJm(�; �; r
)r
dr

=

Z 1

0

eJn(�; �; r) eJm(�; �; r)rdr
= �enem

Para demostrar la condición de ortogonalidad de los polinomios desplazados de

Jacobi pesados se realiza el procedimiento anterior.

Lema 1. La relación de recurrencia de los polinomios desplazados de Jacobi
pesados de orden fraccional (PJPOF) está dada por,

Dn bPbn(�; �; 
; r) = (2r
 � 1� Cn) bPbn�1(�; �; 
; r)�Dn�1 bPbn�2(�; �; 
; r) (3.37)

donde los valores iniciales de bPbn(�; �; 
; r
) están dados por,
bP0(�; �; 
; r) =

s
!(�; �; r
)

b0(�; �)r

p

r
�1 (3.38)

bP1(�; �; 
; r) = bP0(�; �; 
; r)
s
(�+ 2)�

�� � + 1(
�+ 1

�
r
 � 1) (3.39)
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Los primeros 3 polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional para diferentes

valores de � y � se muestran en las Tablas 3.10-3.12.

bJ0(�; �; 
; r) p

r


�2
2bJ1(�; �; 
; r) p

3
r

�2
2 (2r
 � 1)bJ2(�; �; 
; r) r


�2
2

2 (
p
45
(2r
 � 1)2 �

p
5
)

Tabla 3.10: Polinomios de Jacobi pesados orden fraccional cuando � = � = 1.

bJ0(�; �; 
; r) p
2
r
�1bJ1(�; �; 
; r) p

(6r2
�1 � 4r
�1)bJ2(�; �; 
; r) q


6 r

�1((2r
 � 16=15)(30r
 � 20)� 10=3)

Tabla 3.11: Polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional cuando � = � = 2.

bJ0(�; �; 
; r) q
8

� (r


 � r2
) 14 r


2
�1

bJ1(�; �; 
; r) q
8

� (r


 � r2
) 14 r


2
�1(4r
 � 2)bJ2(�; �; 
; r) q

8

� r



2
�1(r
 � r2
) 14 ((4r
 � 2)2 � 1)

Tabla 3.12: Polinomios de Jacobi de orden fraccional cuando � =2, � = 3=2.

Prueba:Multiplicando
p

r
�1 por Ec. (3.25) y reemplazando r ! r
 , y utilizando

la Ec. (3.34), se obtiene,

Dn
p

r
�1 bJn(�; �; r
) = (2r
 � 1� Cn)

p

r
�1 bJn�1(�; �; r
)�Dn�1p
r
�1 bJn�2(�; �; r
)

Dn bPbn(�; �; 
; r) = (2r
 � 1� Cn) bPbn�1(�; �; 
; r)�Dn�1 bPbn�2(�; �; 
; r)
Lema2: La relación de recurrencia de los polinomios desplazados de Jacobi

sustituidos de orden fraccional (PJSOF) está de�nida por,

Dn ePen(�; �; 
; r) = (2r2
 � 1� Cn) ePen�1(�; �; 
; r)�Dn�1 ePen�2(�; �; 
; r) (3.40)

donde los valores iniciales de ePen(�; �; 
; r
) se de�nen por,
eP0(�; �; 
; r) =

s
2!(�; �; r2
)

b0(�; �)

p

r
�1 (3.41)

eP1(�; �; 
; r) = eP0(�; �; 
; r)
s
(�+ 2)�

�� � + 1(
�+ 1

�
r2
 � 1) (3.42)
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Los primeros 3 polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional para diferentes

valores de � y �; se muestran en las siguientes Tablas 3.13-3.15.

eJ0(�; �; 
; r) p
2
r
�1eJ1(�; �; 
; r) p
6
(2r2
 � 1)r
�1eJ2(�; �; 
; r) 1

2(
p
90
(2r2
 � 1)2 �

p
10
)

Tabla 3.13: Polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional cuando � =� = 1.

eJ0(�; �; 
; r) 2
p

r2
�1eJ1(�; �; 
; r) p
2
(6r2
 � 4)r2
�1eJ2(�; �; 
; r) q


3 r
2
�1((2r2
3 � 16=15)(18r2
 � 12)� 2)

Tabla 3.14: Polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional cuando � = � = 2.

eJ0(�; �; 
; r) 4
q


r


� (1� r
2
)

1
4 r
�1eJ1(�; �; 
; r) q


r


� (1� r
2
)

1
4 r
�1(16r2
 � 8)eJ2(�; �; 
; r) q


r


� (r � r
2
)

1
4 (4(4r2
 � 2)2 � 4r
�1)

Tabla 3.15: Polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional cuando � =2, � = 3=2.

Prueba: Al multiplicar
p

r
�1 por Ec. (3.30) y reemplazando r2 ! r2
 , y

utilizando la Ec. (3.33), se tiene que,

Dn
p

r
�1 eJn(�; �; r
) = (2r2
 � 1� Cn)

p

r
�1 eJn�1(�; �; r
)�Dn�1p
r
�1 eJn�2(�; �; r
)

Dn ePen(�; �; 
; r) = (2r2
 � 1� Cn) ePen�1(�; �; 
; r)�Dn�1 ePen�2(�; �; 
; r)
En las Figs. (3.5-3.10) se muestran las diferentes de�niciones de los polinomios de

Jacobi de orden fraccional.
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Figura 3.5: Grá�cas de los polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con �=�=1 y con diferentes valores de 
.
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Figura 3.6: Grá�cas de los polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con �=�=2 y con diferentes valores de 
.
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Figura 3.7: Grá�cas de los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con �=�=1 y con diferentes valores de 
.
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Figura 3.8: Grá�cas de los polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con �=2, �=3/2 y con diferentes valores de 
.
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Figura 3.9: Grá�cas de los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con �=�=2 y con diferentes valores de 
.
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Figura 3.10: Grá�cas de los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con �=2, �=3/2 y con diferentes valores de 
.
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3.5. Relación de los polinomios ortogonales de Jacobi
desplazados de orden fraccional con otros polinomios
ortogonales.

Ping et al.[25] fue el primero en utilizar los polinomios ortogonales de Jacobi

desplazados como kernel de los momentos radiales, los cuales tiene la habilidad de

generar diferentes familias de polinomios ortogonales variando los parámetros � y �:

En esta sección se presenta la relación que tienen los polinomios desplazados de Jacobi

de orden fraccional con otras familias de polinomios ortogonales. Por ejemplo, cuando

� = � = 1 se obtienen los polinomios de Legendre de orden fraccional, para � = 2

y � = 3=2 se obtienen los polinomios de Chebychev de orden fraccional y cuando

� = � = 2 se obtiene los polinomios de Mellin de orden fraccional.

3.5.1. Polinomios de Legendre de orden fraccional

La representación radial de los polinomios de Legendre de orden fraccional está

dividida en dos conjuntos de polinomios de orden fraccional:

Bin Xiao [24] propone la relación de recurrencia de los polinomios de Legendre

pesados de orden fraccional (PLPOF), los cuales pueden ser obtenidos a partir de los

PJPOF cuando � = � = 1, la relación de recurrencia está dada por,

bPn(1; 1; 
; r) = bLn(
; r) = ((2r
 � 1)bLn�1(
; r)�Dn�1bLn�2(
; r))=Dn (3.43)

donde,

Dn =
np

4n2 � 1
(3.44)

Los valores iniciales están dados por,

bL0(
; r) = p
r 
�22 (3.45)

bL1(
; r) = bL0(
; r)p3(2r
 � 1) (3.46)

Por otra parte, la relación de recurrencia que de�ne a los polinomios de Legendre

sustituidos de orden fraccional (PLSOF) está dada por,

ePn(1; 1; 
; r) = eLn(
; r) = ((2r2
 � 1)eLn�1(
; r)�Dn�1eLn�2(
; r))=Dn (3.47)

donde los valores iniciales de eLen(
; r) se de�nen por,
Horlando Vargas Vargas UPT 60



3. Polinomios genéricos de orden fraccional

eL0(
; r) =p2
r
�1 (3.48)

eL1(
; r) = p3(2r2
 � 1)eL0(
; r) (3.49)

3.5.2. Polinomios de Mellin de orden fraccional

H. Zhang et al. [28] propone una relación de recurrencia para los polinomios de

Mellin de orden fraccional (PMPOF), los cuales pueden ser obtenidos mediante la

relación de recurrencia de los PJPOF cuando � = � = 2. La relación de recurrencia

para los PMPOF está de�nida por,

bPbn(2; 2; 
; r) = cMbn(
; r) = ((2r
 � 1� Cn) bPbn�1(
; r)�Dn�1 bPbn�2(
; r))=Dn (3.50)

donde,

Cn =
1

4n2 � 1 ; (3.51)

Dn =

p
n(n+ 1)

2n+ 1
: (3.52)

Los valores iniciales están dados por,

cM0(
; r) =
p
2
 r
�1; (3.53)

cM1(
; r) = cM0(
; r)
p
2(3r
 � 2): (3.54)

Asimismo, los polinomios de Mellin sustituidos de orden fraccional (PMSOF) se de�nen

mediante la siguiente relación de recurrencia,

ePen(2; 2; 
; r) = fMen(
; r) = ((2r2
�1�Cn)fMen�1(
; r)�Dn�1fMen�2(
; r))=Dn (3.55)
donde los valores iniciales están dados por,

fM0(
; r) = 2
p

r2
�1; (3.56)

fM1(
; r) = fM0(
; r)
p
2(3r2
 � 2): (3.57)
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3.5.3. Polinomios de Chebychev de orden fraccional

En este trabajo de tesis se proponen los momentos de Chebychev de orden

fraccional a partir del kernel radial de los momentos de Chebychev-Fourier propuestos

por Ping et al. [5], los cuales están relacionados con los polinomios de Jacobi de orden

fraccional cuando � = 2 y � = 3=2: La representación radial de los polinomios de

Chebychev de orden fraccional se encuentran divididos en dos conjuntos de polinomios

de orden fraccional:

La relación de recurrencia de los polinomios Chebychev pesados de orden fraccional

(PCHPOF), se obtienen a través de los PJPOF cuando � = 2 y � = 3=2 , la relación

de recurrencia para los PCHPOF está dada por,

bPn(2; 3=2; 
; r) = bCn(
; r) = 2(2r
 � 1) bCn�1(
; r)� bCn�2(
; r) (3.58)

Los valores iniciales de bCbn(
; r) están dados por,
bC0(
; r) =r 8


�r

((1� r
)r
)

1
4 r
�1; (3.59)

bC1(
; r) = bC0(
; r)(4r
 � 2): (3.60)

De la misma forma, los polinomios de Chebychev sustituidos de orden fraccional

(PCHSOF) se de�nen mediante la siguiente relación de recurrencia,

ePen(2; 3=2; 
; r) = eCen(
; r) = 2(2r2
 � 1) eCen�1(
; r)� eCen�2(
; r) (3.61)

teniendo como valores iniciales,

eC0(
; r) = 4r
r

�
(1� r2
)

1
4 r
�1; (3.62)

eC1(
; r) = eC0(
; r)(4r2
 � 2): (3.63)
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3.6. Conclusiones

A través de los polinomios de Jacobi de orden fraccional se pueden generar

diferentes familias de polinomios radiales de orden fraccional variando el valor de

� y �. Lo que permitió plantear las relaciones de recurrencia para los polinomios

de Legendre de orden fraccional cuando � = � = 1, los polinomios de Chebychev

de orden fraccional para � = 2 y � = 3=2 y la relación de recurrencia para los

polinomios de Mellin de orden fraccional cuando � = � = 2, en las Figs. (3.5-3.10) se

puede observar el comportamiento de las funciones de cada familia de polinomios con

diferentes valores de 
. Los polinomios de�nidos en este capítulo son utilizados como

kernel de los momentos ortogonales de orden fraccional.
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Capítulo 4

Momentos circulares en pixeles
polares

4.1. Introducción

En la literatura existen varios trabajos que muestran diferentes métodos para

el cómputo de los momentos radiales. Xin Y. et al.[1], proponen un método para

el cálculo de los momentos radiales, con una alta precisión numérica. Este método

se basa en un arreglo de pixeles polares, en el cual se mapea la imagen original a

un esquema de pixeles polares mediente la interpolación bicúbica de tercer orden

propuesta por Keys[2], la cual reduce el error geométrico y el error de integración

numérica que se encuentran presentes en los métodos convencionales basados en

coordenadas cartesianas. El error en el cálculo de los momentos radiales a través de

la Ec. (2.33) se debe al uso de coordenadas cartesianas, ya que las imágenes digitales

son representadas en pixeles cuadrados. Es intuitivo que el error geométrico puede ser

evitado mediante el uso de pixeles polares, cuyas áreas se suman a la del disco unitario.

Además, podemos utilizar un método analítico para la integración del cómputo de los

momentos radiales en vez de aproximaciones numéricas.

En esta sección se presenta el esquema de pixeles polares propuesto por Xin Y. et

al.[1] para el cálculo de los momentos radiales en coordenadas polares. El algoritmo

reduce signi�cativamente el error de integración numérica y el error geométrico. Esta

propuesta es utilizada en este trabajo de tesis para el cómputo de los momentos de

Jacobi-Fourier de orden fraccional.
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4.2. Esquema de pixeles polares

La propuesta de Xin Y. et al.[1] plantea que el esquema de pixeles polares se debe

de considerar lo siguiente:

1) El tamaño de pixeles polares no debe ser mayor que el de los pixeles

cartesianos, de modo que la resolución de la imagen digital debe ser mantenida.

2) Los pixeles polares deben ser lo más cuadrados que sea posible, es decir, la

longitud de los bordes de un sector deben estar lo su�cientemente cerca para que la

distorsión de la imagen pueden mantenerse a un nivel bajo.

3) El esquema de pixeles polares debe ser tan regular como sea posible, para

facilitar su almacenamiento y cálculo.

Siguiendo lo anterior, se propone un esquema de pixeles polares como se ilustra

en la Fig (4.1). en donde el disco unitario del esquema de pixeles polares se divide

uniformemente en U secciones a lo largo de la dirección radial, con una distancia

radial de ru = u
U donde u = 1::::U: La cantidad de pixeles polares en el anillo es

Su = (2u � 1)V que comienzan desde el origen, con ángulos de �u� =
(��1)2�
Su

donde

� = 1:::Su y V es el número de sectores que están en el primer anillo.

Figura 4.1: Con�guración de pixeles polares.
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El disco unitario está dividido en V U2, cada uno tiene un área de �
V U2

: Los valores

de U y V se deben de con�gurar de la mejor manera, ya que cuando el valor de V U2 es

pequeño se obtiene una ventaja en el cálculo y en la aplicación, pero puede representar

desigualdad de la información. Además, un valor grande de V U2 es adecuado para

la representación de la imagen, sin embargo implica una pesada carga de trabajo.

En la práctica, Xin Y. et al.[1] recomienda un valor de V = 4 y N=2 � U � N

para una imagen de N � N: Por otra parte, una imagen digital se de�ne por un
conjunto de píxeles cartesianos, por lo que se puede observar que las ubicaciones de

los píxeles cartesianos no coinciden con los píxeles polares. Por lo tanto, se deriva una

contraparte polar de una imagen cartesiana antes de calcular los momentos radiales.

Para solucionar este problema se utiliza la interpolación bicúbica de tercer orden

introducido por Keys[2]. La interpolación bicúbica es una técnica para el remuestreo

de datos discretos, donde su kernel de interpolación está dada por,

u(x) =

8><>:
jxj3 � 5

2 jxj
2 + 1 0 < jxj < 1

�12 jxj
3 + 5

2 jxj
2 � 4jxj+ 2 0 < jxj < 2

0 2 < jxj
(4.1)

La función de interpolación bicúbica de dos dimensiones, está dada por,

bf(ru�;�u�;) = k+2X
i=k�1

l+2X
j=k�1

f(i; j)u(k � i)u(l � i) (4.2)

donde bf(ru�; �uv) es una aproximación de la función f(ri;j ; �i;j) y u es el kernel de
interpolación bicúbica, k = (N=2)ruv cos �uv + (N=2) + 1;y l = (N=2)ruv sin �uv +

(N=2)+1: En la Fig (4.2). se muestra la imagen del logo de la UPT y su representación

en pixeles polares.

Horlando Vargas Vargas UPT 69



4. Momentos circulares en pixeles polares

Figura 4.2: Imagen del logo de la UPT en coordenadas polares (a) y en su forma
cartesiana (b).

4.3. Cómputo de momentos circulares en pixeles polares

Una vez planteado el esquema de pixeles polares para una imagen digital, se vuelve

a escribir la de�nición de los momentos radiales en su forma equivalente, basada en el

esquema de pixeles polares,

�n;m =

UX
u=1

(2n�1)VX
�=1

bf(ru�; �u�)!nm(ru�;�u�) (4.3)

donde bf(ru�; �uv) es de�nido sobre un conjunto de sectores concéntricos 
u�, y el factor
!nm(ru�; �u�) que está dado por,

!nm(ru�;�u�) =

Z Z

u�

An(r) exp(jm�)rdrd� (4.4)

=

Z r
(e)
u�

r
(s)
u�

An(r)rdr

Z �
(e)
u�

�
(s)
u�

exp(jm�)d�

= I1 � I2

donde An(r) es el polinomio radial ortogonal base, r
(s)
u� y r

(e)
u� denotan los radios inicial

y �nal del sector 
u�, mientras que �
(s)
u� y �

(e)
u� denotan los ángulo iniciales y �nal del

sector 
u�, como se muestra en la Fig. (4.3).
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Figura 4.3: Sector concéntrico 
u�; la cual representa un pixel polar para (ru�; �u�),
donde ru� = (r

(s)
u� + r

(e)
u� )=2 y �u� = (�

(s)
u� + �

(e)
u� )=2:

Con el método propuesto por Xin et al.[1] se incrementa la exactitud del cómputo

de los momentos radiales, sin embargo el cálculo de la integral mediante los coe�cientes

de los polinomios ortogonales genera inestabilidad numérica para altos órdenes. Por

tal motivo se proponen diferentes métodos para el cálculo de la integral I1[3, 4, 5]. En

este trabajo de tesis, se utiliza la regla del trapezoide que es una de las más utilizadas,

la cual está de�nida de la siguiente manera,

I1 = h

"
f(r

(s)
u� ) + f(r

(e)
u� )

2
+
n�1X
k=1

f(r(s)u� + kh)

#
(4.5)

donde h = (r
(s)
u� )+(r

(e)
u� )

n y n es el número de divisiones por sección. La integral de la

exponencial compleja está dada por,

I2 =

� j
m [exp(�jm�

(e)
u� )� exp(�jm�(s)u� )];m 6= 0

�
(e)
u� � �(s)u� ; m = 0

�
: (4.6)

4.4. Momentos de Jacobi-Fourier de orden fraccional en
pixeles polares

La expresión general para los Momentos de Jacobi-Fourier de orden fraccional

(MJFOF) de orden n y repetición m para una función imagen f(r; �) en coordenadas

polares está dada por,
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�n;m =

Z 2�

0

Z 1

0
f(r; �)Bn(r; �)rdrd� (4.7)

donde Bn(r; �) es la función kernel separable, la cual consiste en el producto de dos

funciones: bPbn(�; �; 
; r) (PJPOF) ó ePen(�; �; 
; r) (PJSOF) expresada como,
Bn(r; �) =

( bPbn(�; �; 
; r)ePen(�; �; 
; r)
)

(4.8)

4.4.1. Reconstrucción de imágenes

La reconstrucción de una imagen puede ayudar a determinar qué tan bien una

imagen puede ser caracterizada por sus momentos. De acuerdo con la literatura una

imagen digital f(x; y) puede ser reconstruida por un número in�nito de momentos

ortogonales [4]. La distribución discreta de una imagen reconstruida está dada por,

ef(r; �) = LX
n=0

LX
m=0

�n;m

( bPbn(�; �; 
; r)ePen(�; �; 
; r)
)
exp(�jm�) (4.9)

donde ef(r; �) es la imagen reconstruida de f(r; �) y L es el orden máximo de los
MJFOF, que se utilizan para la reconstrucción de la imagen de prueba Fig 4.4.

Figura 4.4: Imagen de prueba en escala de grises �Cameraman�de tamaño 512� 512
pixeles utilizada para el cómputo de los MJFOF.
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Los MJFOF son una expresión genérica para generar diferentes conjuntos de

momentos ortogonales, en este trabajo de tesis se hacen una comparación de

la reconstrucción de la imagen de prueba con diferentes conjuntos de momentos

ortogonales como son; los momentos de Legendre-Fourier de orden fraccional, los

momentos de Mellin-Fourier de orden fraccional y los momentos de Chebychev-Fourier,

utilizando como kernel los polinomios sustituidos y pesados de orden fraccional como

kernel planteados en el epígrafe 3.5. En las Figs.4.5-4.28 se muestran los resultados

obtenidos con diferentes valores de 
 de la reconstrucción de la imagen de prueba con

los momentos ortogonales de orden fraccional utilizando un esquema de pixeles polares

planteado en la sección anterior.
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Figura 4.5: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 0;5:

Figura 4.6: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1:

Horlando Vargas Vargas UPT 74



4. Momentos circulares en pixeles polares

Figura 4.7: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1;5:

Figura 4.8: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 2:
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Figura 4.9: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 0;5:

Figura 4.10: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1:

Horlando Vargas Vargas UPT 76



4. Momentos circulares en pixeles polares

Figura 4.11: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1;5:

Figura 4.12: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 2:
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Figura 4.13: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 0;5:

Figura 4.14: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1:
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Figura 4.15: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1;5:

Figura 4.16: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 2:
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Figura 4.17: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 0;5:

Figura 4.18: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1:
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Figura 4.19: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1;5:

Figura 4.20: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 2:
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Figura 4.21: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 0;5:

Figura 4.22: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 2:
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Figura 4.23: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1;5:

Figura 4.24: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1:
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Figura 4.25: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 0;5:

Figura 4.26: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1:
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Figura 4.27: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 1;5:

Figura 4.28: Resultados obtenidos de la reconstrucción de la imagen �Cameraman�
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de píxeles polares para distintos ordenes L y con un valor de 
 = 2:

4.4.2. Error de reconstrucción

Para medir el desempeño de los MJFOF se utiliza el error de reconstrucción

normalizado conocido como NIRE por sus siglas en inglés en coordenadas polares,

el cual es calculado mediante el error cuadrático medio normalizado de la imagen

original f(r; �) y la imagen reconstruida ef(r; �): La de�nición discreta está dada por,
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NIRE =

N�1X
i=0

M�1X
j=0

[f(r; �)� ef(r; �)]2
N�1X
i=0

M�1X
j=0

f2(r; �)

(4.10)

Los resultados NIRE para los diferentes conjuntos de momentos ortogonales de

orden fraccional con diferentes valores de 
 se muestran en la Fig. 4.29,

Figura 4.29: Error de reconstrucción NIRE de la imagen de �Cameraman�de tamaño
128� 128 pixeles con un orden máximo L = 20 para diferentes valores de 
: para cada
conjunto de los momentos ortogonales de orden fraccional.

En la Fig. 4.29, los momentos pesados de orden fraccional tiene un mejor desempeño

cuando el valor de 
 está en el intervalo de 1 a 3.5 , mientras que los momentos

sustituidos son mejores en un intervalo de 0 a 1.
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4.5. Selección del parámetro 
.

La grá�ca del error de reconstrucción NIRE de la Fig. 4.29, es una función unimodal

ya que tiene un solo punto mínimo. En este trabajo de tesis, se utiliza el método sección

dorada para encontrar el valor óptimo de 
. El método consiste en encontrar el punto

mínimo o máximo de una función unimodal, mediante anidamiento. El nombre se

deriva del hecho que mantiene los valores de la función en distintas posiciones cuyas

distancias constituyen la proporción áurea, 1.618 [6]. El método comienza con dos

valores iniciales, xl y xu que contiene extremos de la función f(x). Después, se eligen

dos puntos interiores x1 y x2 de acuerdo con la razón dorada (1;618); d = 1;618(xu�xl),
x1 = xl + d y x2 = xu � d. Posteriormente, se evalúa la función en los dos puntos
interiores, si f(x1) < f(x2) entonces xl = x2;x2 = x1 y x1 = xl + d; pero si f(x2) <

f(x1) por lo que xu = x1;x1 = x2 y x2 = xu+ d: El Algoritmo 1, muestra la búsqueda

de sección dorada para encontrar el valor óptimo de 
. Por otra parte, en la Fig. 4.30

se muestran los valores óptimos de 
 para cada conjunto de momentos ortogonales de

orden fraccional, que corresponden a los valores encontrados en el Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Algoritmo de búsqueda de sección dorada para encontrar el
valor óptimo de 
.

1: ' 
p
5�1
2

2: �  0;001

3: a 0;1

4: b 3;5

5: c a+ (b� a)'
6: d b� (b� a)'
7: fc  NIRE(I; n; c)

8: fd  NIRE(I; n; d)

9: while jb� aj > �(jcj+ jdj) do
10: if fc < fd then
11: b d

12: d c

13: 

0  c

14: c a+ (b� a)'
15: fd  fc

16: fc  NIRE(I; n; c)

17: else
18: a c

19: c d

20: 

0  d

21: d b� (b� a)'
22: fc  fd

23: fd  NIRE(I; n; d)

24: end if
25: end while
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Figura 4.30: Valor óptimo de 
 para la imagen de �Cameraman�de tamaño 128� 128
pixeles y orden máximo L = 20 para diferentes momentos de orden fraccional.

Una de las propiedades más importantes de los momentos circulares es la

invariancia a la escala y a la rotación. Teóricamente, el valor óptimo de 
 es el mismo

para cualquier cambio de escala y rotación de una función imagen. Sin embargo, puede

haber alguna variación debido a la pérdida de información en la imagen original o la

inestabilidad numérica de los momentos circulares de orden fraccional. Para probar la

invariancia a la rotación y escala del valor de 
 dentro de los momentos ortogonales de

orden fraccional se utiliza la imagen de �Cameraman�con un ángulo de rotación de 0�-

90�, con incrementos de 3, de igual forma se modi�có el tamaño de la imagen de prueba

con cambios de escala de 0 a 1.5, esto con la �nalidad de observar el comportamiento

del valor de 
 a cambios de escala y a rotación. Los resultados se presentan en las Figs.

4.31 y 4.32.
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Figura 4.31: Valor óptimo de 
 para la imagen de �Cameraman�de tamaño 128� 128
pixeles y orden máximo L = 20 con cambios de rotación.

Figura 4.32: Valor óptimo de 
 para la imagen de �Cameraman� con cambios en su
escala, donde K es el factor de escala.
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Como se aprecia en las Figs. 4.31 y 4.32 el valor óptimo de 
 se comporta

constante a los cambios de escala y de rotación de la imagen, en estos experimentos

se puede concluir que el valor de 
 obtenido por la búsqueda de la sección dorada

del Algoritmo 1 para cada conjunto de momentos circulares de orden fraccional. Otro

de los experimentos para determinar el parámetro óptimo de gamma en términos del

error de reconstrucción (NIRE) se realiza a través de 15 imágenes estándar de tamaño

de 512� 512 pixeles (Fig. 4.33) con cambios en escala y en rotación.

Figura 4.33: Imágenes de prueba de tamaño 512� 512 píxeles.

En la Fig.4.34 se muestran los resultados del valor óptimo de 
 de las 15 imágenes de

prueba para cada conjunto de momentos circulares de orden fraccional. Cabe destacar

que las imágenes sufrieron cambios tanto de escala como del ángulo de rotación, como

se puede apreciar en la tabla el valor de gamma para cada imagen es invariante a

cambios de rotación y a la escala.
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Figura 4.34: Valores óptimos de 
 para cada imagen de prueba con cambios de escala
y de ángulo de rotación, para diferentes momentos ortogonales de orden fraccional.
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4.6. Conclusiones

Con el método propuesto para el cómputo de los momentos ortogonales de orden

fraccional se pudo minimizar el error de integración y el error geométrico que están

presentes en los métodos convencionales.

En los resultados obtenidos de las Figs.4.5-4.28 se puede visualizar que los

momentos que utilizan los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional como

kernel tienen un mejor desempeño en la reconstrucción de imágenes que los momentos

que utilizan los polinomios Jacobi sustituidos de orden fraccional, debido a que

presentan un mayor error de reconstrucción cuando aumenta el valor de 
, lo cual

se puede apreciar en los resultados obtenidos de la Fig.4.29.

En base a los resultados presentados en las Figs.4.31 y 4.32 el valor óptimo de


 para cada conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional es invariante a

cambios de escala y del ángulo de rotación en una imagen digital.
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Capítulo 5

Aplicación de momentos
Jacobi-Fourier de orden
fraccional

Los momentos circulares tienen la característica de ser invariantes a cambios de

escala y a rotación y a su vez tienen la capacidad de representar características

globales de una imagen, por lo que suelen utilizarse en aplicaciones en análisis

de imágenes tales como: clasi�cación y reconocimiento de objetos, recuperación de

imágenes, reconocimiento facial, extracción de características de una región de interés,

reconocimiento de imágenes con cambios de rotación en condiciones ruidosas y sin

ruido[1]. En este trabajo de tesis se implementaron los momentos circulares en dos

aplicaciones;en la primera como descriptores para clasi�car la base de datos MNIST

creado por LeCun et al [2]. Utilizando tres clasi�cadores diferentes (K-NN, MLP y

TREE ); en la segunda, se transforma una imagen catadióptrica a una imagen con una

proyección cilíndrica mediante los momentos circulares de orden fraccional utilizando

una reasignación adecuada de los píxeles.

5.1. Clasi�cación de imágenes mediante momentos circu-
lares de orden fraccional

Los momentos circulares son ampliamente utilizados en el reconocimiento y

clasi�cación de patrones, el análisis de imagen y visión arti�cial, tienen la capacidad de

caracterizar, evaluar y manipular información visual con mínima redundancia. Por otra

parte MNIST es una base de datos que contiene imágenes de números escritos a mano,

donde cada imagen está etiquetada con un número entero. Es usada para medir el
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rendimiento de algoritmos de machine learning, clasi�cación y selección de descriptores.

La base de datos de MNIST contiene un conjunto de entrenamiento de 60 000 imágenes

y un conjunto de pruebas de 10 000 ejemplos. El conjunto de entrenamiento es utilizado

para enseñar al algoritmo a predecir la etiqueta correcta, mientras que el conjunto de

prueba es usado para comprobar la precisión del clasi�cador en sus estimaciones. En

la Fig. 5.1 se muestra algunos de los caracteres que compone la base de datos MNIST.

Figura 5.1: Algunas imágenes de la base de datos MNIST con un tamaño de 20�20
pixeles.

En este trabajo de tesis se utilizan los momentos circulares de orden fraccional

en los algoritmos de clasi�cación como descriptores. El análisis de la clasi�cación se

realiza a diferentes valores de 
 con diferentes algoritmos de clasi�cación tales como:

K-NN, MLP y Árboles de Clasi�cación.

5.1.1. Clasi�cador K-NN

K-NN (k vecinos más cercanos) es un método de clasi�cación supervisada, que

puede usarse para problemas de predicción tanto de clasi�cación como de regresión. Sin

embargo, es más ampliamente utilizado en problemas de clasi�cación dentro del sector

industrial [3]. Este algoritmo clasi�ca cada dato nuevo en el grupo que corresponda,

según tenga k vecinos más cerca de un grupo o de otro, es decir, calcula la distancia

del elemento nuevo a cada uno de los existentes, y ordena dichas distancias de menor a

mayor para ir seleccionando el grupo al que debe pertenecer. Este grupo será, por tanto,

el de mayor frecuencia con menores distancias. Tomando a los momentos circulares

como descriptores de las imágenes de MNIST se realiza la clasi�cación de los caracteres
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de la base de datos utilizando las funciones predeterminadas de Matlab (�tcknn) del

algoritmo de clasi�cación de K-NN, esto con la �nalidad de analizar el comportamiento

de 
. La función de Matlab para este algoritmo devuelve un modelo de clasi�cación

basado en las variables de entrada como predictores. Los descriptores de cada una

de las imágenes se obtuvieron para cada conjunto de momentos circulares de orden

fraccional, los cuales se almacenaron en una matriz de 10� 10. El desempeño de este
algoritmo depende del valor de k que se tome, la literatura se recomienda una valor

de k = 5. En la Fig. 5 se muestra el porcentaje de clasi�cación para diferentes valores

de 
.

Figura 5.2: Clasi�cación de imágenes de la base de datos MNIST con K-NN con un
valor de k = 5 de cada conjuto de momentos ortogonales de orden fraccional.

En base a los resultados obtenidos del clasi�cador K-NN de la Fig. 5.2, los

momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional tienen una mejor clasi�cación

del 92% con un valor de 
 =0.5. Por otra parte, utilizando los momentos circulares

pesados de orden fraccional se obtienen mejores resultados en comparación con los

sustituidos, ya que cuando el valor de 
 se encuentra en el intervalo de 1 a 2.1 el

desempeño de los de los momentos circulares sustituidos de orden fraccional disminuye.
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5.1.2. Clasi�cador MLP

El clasi�cador a través de un perceptrón multicapa (MLP) es un clasi�cador basado

en una red neuronal arti�cial feedforward (red neuronal prealimentada). El tipo de

aprendizaje es supervisado, es decir, que es el usuario quien determina la salida

deseada. MLP consiste en tres capas de nodos; una capa de entrada, una de salida

y una o más capas de ocultas, cada capa está completamente conectada a la siguiente

capa de la red. Los nodos en la capa de entrada representan los datos de entrada. Todos

los otros nodos asignan las entradas con los pesos del nodo y aplicando una función

de activación[4]. En la Fig. 5.3 se muestra la estructura de un Perceptrón Multicapa

simple, es decir, con una sola capa oculta.

Figura 5.3: Ejemplo de un perceptrón Multicapa simple.

La red se compone de una etapa de entrenamiento y una de funcionamiento. En la

de entrenamiento consiste en la presentación de un grupo de entrenamiento en el cual,

cuyo principal objetivo es conseguir la mínima discrepancia entre el valor de salida

obtenido y el valor de salida deseado. En la etapa de funcionamiento, se presenta un

nuevo grupo de datos, grupo de validación, la señal se transmite hacia las neuronas

ocultas en donde se transforman las señales a partir de la aplicación de una función

de activación y proporcionan un valor de salida que se transmite a la siguiente capa,

en donde, a partir de la misma operación se obtiene una salida de la red. El objetivo

de este grupo es el de controlar el proceso de aprendizaje[4].

Para la clasi�cación de la base de datos MNIST mediante el algoritmo de MLP

de este trabajo de tesis, se utiliza las funciones de Matlab (patternnet y trainFcn)

en dónde; patternnet toma los argumentos de entrada y devuelve una red neuronal

de reconocimiento de patrones y trainFcn es una función de entrenamiento de la red,
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el perceptrón multicapa de este trabajo se muestra en la Fig. 5.4, en donde la red

está compuesta por una capa de entrada de 100 neuronas de que la componen los

descriptores de cada momento circular de orden fraccional para cada imagen, con 120

capas ocultas y una capa de salida con 10 clases.

Figura 5.4: MLP de Matlab para la clasi�cación de la base de datos MNIST.

En la Fig. 5.5 se muestra el porcentaje de clasi�cación para este algoritmo a

diferentes valores de 
.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos del algoritmo de MLP de la Fig.

5.5, los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional tienen una

mejor desempeño de 91.26% cuando 
 = 0.1, por otra parte utilizando los momentos

circulares pesados de orden fraccional se obtienen mejores resultados en comparación

con los sustituidos, ya que cuando el valor de 
 aumenta el desempeño de los momentos

circulares sustituidos de orden fraccional disminuye en comparación con los pesados.

5.1.3. Árboles de clasi�cación

Los árboles de clasi�cación y regresión son métodos de clasi�cación supervisada

y de aprendizaje automático, los cuales son utilizados para construir modelos de

predicción a partir de los datos de entrada. Los árboles de clasi�cación se basan en

una estructura en forma de árbol, donde las ramas representan conjuntos de decisiones,

para generar reglas de clasi�cación en un conjunto de datos en subgrupos de datos[5].

Cada hoja del árbol se marca con una clase o una distribución de probabilidad sobre

las clases, las rami�caciones se generan de forma recursiva hasta que se cumplan ciertos

criterios.

En este trabajo de tesis se realiza un script para la clasi�cación de la base de

datos MNIST utilizando la función �cttree predeterminada de Matlab, esta función

devuelve un árbol de clasi�cación para los datos de entrada y para las respuestas
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Figura 5.5: Clasi�cación de imágenes de la base de datos MNIST con MLP de cada
conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional.

esperadas para cada clase de los conjuntos a clasi�car. Como datos de entrada para

este trabajo se emplearon los descriptores obtenidos de cada conjunto de momentos

circulares de orden fraccional de orden 10 almacenados en una matriz de 10�10. Como
respuesta de entrada para este trabajo se empleó un vector con las etiquetas para cada

clase de los caracteres de la base de datos, es decir los nombres de cada carácter. En la

Fig. 5.6 se muestra el desempeño de este clasi�cador para cada conjunto de momentos

circulares de orden fraccional a diferentes valores de 
.
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Figura 5.6: Clasi�cación de imágenes de la base de datos MNIST con árboles de
clasi�cación de cada conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional.

Teniendo en cuenta los resultados de la Fig. 5.6, los momentos circulares de orden

fraccional tienen un mejor desempeño cuando el valor de 
 =0.1. Por otra parte

tomando las Figs. 5.2 y 5.5 se puede concluir que el desempeño del árbol de clasi�cación

es menor a comparación de los otros, ya que el clasi�cador K-NN y MPL tienen un

desempeño de clasi�cación mayor a 80%, por lo contrario el árbol de clasi�cación su

desempeño es menor.

5.2. Interpolación de imágenes catadióptricas

Las imágenes catadióptricas (Fig. 5.7.a) son aquellas imágenes con un campo

de visión de 360� obtenidas a través de un sistema visión catadióptrico, este tipo

de imágenes son ampliamente utilizadas en muchas aplicaciones de visión, como

navegación de robots[6] y vigilancia[7], reconocimiento fotográ�co aéreo[8], aplicaciones

médicas[9] y reconocimiento del iris[10]. Los sistemas de visión catadióptricos consisten

en una cámara convencional que apunta hacia un espejo convexo en el eje Z, la

información del objeto se re�eja y la cámara capta este re�ejo, componiendo la imagen

omnidireccional. En la Fig. 5.7.b muestra el modelo de proyección del sistema de

visión catadióptrico, en donde un rayo del punto P hacia el punto O se re�eja desde
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la super�cie del espejo M y es proyectado por la lente en el plano de la imagen N

[6]. La imagen proyectada en el plano de la imagen (plano de proyección) es la vista

omnidireccional.

Figura 5.7: Imágenes catadióptricas; a) Ejemplo de una imagen catadióptrica [12], b)
Modelo de proyección del sistema de visión catadióptrico.

Por otra parte, en algunas aplicaciones para este tipo de imágenes, es necesario

transformar la imagen adquirida en otra imagen mediante una reasignación adecuada

de los píxeles esto con la �nalidad de tener una mayor resolución de la imagen, tal

es el caso del análisis de imágenes del iris. Por lo general, las imágenes adquiridas

de un sistema de reconocimiento del iris son de diferente tamaño. Por lo tanto, las

características extraídas del iris a través de las imágenes capturadas de este sistema

de reconocimiento se colocan en diferentes ubicaciones espaciales. Las características

desalineadas en estas imágenes capturadas dan como resultado una menor precisión

de coincidencia debido a que un sistema de reconocimiento del iris identi�ca o veri�ca

la identidad de la persona en función de estructura de la super�cie del iris. El sistema

de reconocimiento de iris actual generalmente compensa la deformación en un proceso

llamado: normalización del iris. Este proceso reasigna el anillo de iris segmentado a un

rectángulo de tamaño �jo.
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En este trabajo de tesis se utiliza el conjunto de momentos circulares de orden

fraccional y la reconstrucción en un mapa rectangular para transformar las imágenes

omnidireccionales en imágenes con una proyección cilíndrica para el caso de las

imágenes catadióptricas y normalización del iris en una imagen rectangular para el

análisis de imágenes del iris. Este método mapea cada punto (x; y) en el dominio

cartesiano hasta un punto (r; �) en coordenadas polares, como se muestra en la Fig.

5.8.

Figura 5.8: Modelo de interpolación de una imagen catadióptrica o normalización del
iris.

Como imágenes experimentales para este trabajo se utiliza las imágenes omnidi-

reccionales de la Fig. 5.9. La transformación para estas imágenes se realiza para cada

conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional con L = 160, para el valor de


 para esta aplicación se obtuvo mediante el método de búsqueda de sección dorada

del capítulo 4.5. Las proyecciones cilíndricas obtenidas para cada imagen de prueba se

muestran en las Figs. 5.10 y 5.11.
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Figura 5.9: Imágenes catadióptricas de prueba de tamaño de 512�512 pixeles; a) Vista
de la ciudad de Tokio [13], b) Iris del ojo humano [14].

Los momentos circulares de orden fraccional son capaces de adquirir la información

de una imagen digital, ya que en base a los resultados obtenidos de las Figs. 5.10

y 5.11. se puede apreciar que la imagen recuperada e interpolada contiene toda la

información de la imagen original sin pérdida de los detalles más relevantes de las

imágenes catadióptricas.
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Figura 5.10: Proyección cilíndrica y error de reconstrucción NIRE de la ciudad de
Tokio de diferentes momentos ortogonales de orden fraccional con un orden máximo
de L=160, utilizando el valor óptimo de 
.
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Figura 5.11: Proyección cilíndrica y error de reconstrucción NIRE del iris del ojo
humano de diferentes momentos ortogonales de orden fraccional con un orden máximo
de L=160, utilizando el valor óptimo de 
.
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Capítulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

A continuación se describirán las conclusiones generales del presente trabajo de

tesis y algunos de los posibles trabajos futuros que pueden continuar desarrollándose

como resultado de la investigación realizada.

6.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se presentó un panorama general de algunos aspectos

de los momentos circulares de orden fraccional y sus posibles soluciones. De igual

forma, se presentó un análisis de la construcción de nuevas de familias de momentos

circulares, los cuales tienen la característica de generar momentos con orden fraccional.

Las aportaciones más relevantes de este trabajo de tesis se presentan a continuación:

Momentos genéricos de orden fraccional
En este trabajo de tesis, se propuso un nuevo conjunto de momentos circulares

a partir de los polinomios genéricos de Jacobi, los cuales tienen la característica

de generar órdenes fraccionales. Se proponen dos familias de polinomios: polinomios

sustituidos de orden fraccional y polinomios pesados de orden fraccional. Los momentos

genéricos de orden fraccional tienen la habilidad de generar diferentes familias

cambiando los valores � y �, tales como: momentos de Legendre-Fourier de orden

fraccional (�=�=1), momentos de Chebychev-Fourier de orden fraccional (�=2 y

�=3=2) y momentos de Mellin-Fourier de orden fraccional (�=�=2). Por otra parte,

se analizó el desempeño de cada familia mediante el error de reconstrucción, en donde

se demostró que los MJFPOF tienen un mejor desempeño que los MJFSOF, debido a

que presentan un mayor error al aumentar el valor de 
.

Búsqueda de la mejor familia de momentos de orden fraccional.
En este trabajo de tesis se propuso un algoritmo para la búsqueda del mejor valor

de 
 con respecto al error de reconstrucción (NIRE). El método propuesto facilita la
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búsqueda del parámetro óptimo de 
 que mejor se ajuste a determinadas aplicaciones.

El análisis presentado demuestra que el valor que el valor óptimo de 
 es invariante a

cambios de escala y de rotación para los momentos circulares de orden fraccional. Sin

embargo, puede haber una variación en el valor de 
 debido a la perdida de información

en la imagen original o la inestabilidad numérica de los momentos.

Aplicación de los momentos genéricos de orden fraccional
Los momentos circulares son utilizados en reconocimiento y clasi�cación de

patrones, en el análisis de imágenes médicas y entre otras, ya que tienen la capacidad

de representar características globales de una imagen con una mínima redundancia. En

este trabajo de tesis se implementó los momentos circulares de orden fraccional para la

clasi�car los caracteres de la base de datos MNIST, en dónde se comparó el desempeño

de tres clasi�cadores (K-NN, MLP y Árboles de Clasi�cación). El análisis presentado

demuestra que el clasi�cador K-NN y los momentos pesados de Mellin-Fourier de orden

fraccional tienen mayor desempeño que el resto de los momentos.

Por otra parte, se utilizaron los momentos circulares de orden fraccional para la

reconstrucción de imágenes catadióptricas y la normalización del iris en una forma

rectangular. En base a los resultados obtenidos del error de reconstrucción (NIRE),

los momentos circulares pesados de orden fraccional tienen mayor desempeño que los

sustituidos.

6.2. Trabajo a futuro

Existe una variedad de aplicaciones que pueden ser mejoradas con el enfoque

propuesto. Como trabajo a futuro se propone analizar los siguientes temas:

Reducir el tiempo de cómputo del algoritmo propuesto.

Proponer un nuevo método para encontrar un valor óptimo de 
; la cual se adapte

a diferentes aplicaciones, tales como: reconocimiento y clasi�cación de patrones,

reconocimiento del iris, reconocimiento facial, extracción de características de

una región de interés, reconocimiento de imágenes con cambios de rotación en

condiciones ruidosas y sin ruido, entre otras.j

Implementar los momentos de orden fraccional en el análisis de imágenes RGB.

Encontrar el valor óptimo de � y � para los momentos genéricos de Jacobi-Fourier

de orden fraccional.
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