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Prefacio

Los momentos ortogonales han surgido en la literatura como un &rea de
investigacién importante en el procesamiento de im&genes para la descripcién
de imédgenes en aplicaciones como la recuperacién de informacién, codificacion,
reconocimiento y clasificacién de patrones. Sin embargo, algunos momentos estin
restringidos al orden entero, y se ha realizado poca investigacion de momentos
ortogonales de orden fraccional. Los momentos ortogonales de orden fraccionario no
solo son capaces de extraer caracteristicas generales de una imagen digital sino que
también tienen la capacidad de reconstruir imédgenes con un error minimo. El objetivo
de este trabajo tesis es proponer los momentos circulares genéricos de orden fraccional
mediante los polinomios de orden fraccional de Jacobi, los cuales tienen la habilidad de
formar miltiples familias de momentos de orden fraccional cambiando los pardmetros
de a y 5. De igual forma, se propone utilizar el algoritmo de busqueda por seccién
dorada para encontrar valor 6ptimo de 7 que mejor represente una imagen digital.

11T



Resumen

Se presenta una breve introduccién sobre la teoria de los distintos tipos
de momentos (geométricos, complejos y ortogonales), asi como el cémputo de
los momentos ortogonales definidos en su forma rectangular y circular. Ademsds,
partiendo de los polinomios genéricos de Jacobi se propone un nuevo conjunto de
momentos circulares de orden fraccional en donde el computo se realizé mediante una
configuracién de pixeles polares. También, se compara el desempeno de cada conjunto
de momentos circulares de orden fraccional utilizando el error de reconstruccién NIRE.
Por otra parte, se propone un algoritmo de bisqueda para encontrar un valor éptimo
de v con respecto al error de reconstruccién. Asimismo, se analiza el desempeiio de los
momentos circulares dentro de la clasificacién de imagenes e interpolacién de imdgenes
omnidireccionales. Finalmente, se presentan las conclusiones y trabajos a futuro.
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Abstract

A Drief introduction is presented on the theory of different types of moments
(geometric, complex and orthogonal), as well as the computation of orthogonal
moments defined in their rectangular and circular form. In addition, starting from
the generic polynomials of Jacobi, a new set of circular moments of fractional order is
proposed where the computation was carried out by means of a configuration of polar
pixels. Also, the performance of each set of circular moments of fractional order is
compared using the NIRE reconstruction error. On the other hand, a search algorithm
is proposed to find an optimal value of v with respect to the reconstruction error.
Also, the performance of the circular moments within the classification of images and
interpolation of omnidirectional images is analyzed. Finally, the conclusions and future
works are presented.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El cédlculo diferencial que todos conocemos fue inventado por Newton y Leibniz
en el siglo XVII [1]. El primero en mencionar el célculo fraccional fue Leibniz en una
carta a " Hopital en 1695. En donde se discutieron el desarrollo del cédlculo que Leibniz
presentd, en esta carta L’Hopital le preguntd: jqué pasaria si el orden n fuera %?[2].
A lo que Leibniz respondié: “usted puede ver por eso, que uno puede expresar por
una serie infinita una cantidad como % . Aunque las series infinitas y geométricas
son relaciones distantes, las series infinitas admiten solo el uso de exponentes que son
enteros, no hace, todavia, el uso de exponentes fraccionarios”. Mas tarde Euler (1729)
contribuyé de forma indirecta en el desarrollo del cdlculo fraccionario con la funcién

Gamma,

o0

r(z):/t“etdt (1.1)

0
definida para todo z € C(Re(z) > 0)[3]. La funcién Gamma es una funcién que
generaliza la definicién del factorial a los nimeros no enteros, la cual suele aparecer

en otras formas,
o0

I(2) = / 22l gy (1.2)
0

1

T(z) = /(mi)z—ldt (1.3)

[e=]

Usando la integracién por partes en (1.1), se obtiene una propiedad fundamental de

la funcién Gamma,
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[(z) = (z — 1)z — 1), (1.4)

la cual permite obtener la funcién Gamma de un nimero entero positivo como,

T(z) = (n—1)\. (1.5)

En este contexto, la Funcién Gamma de Ec. (1.1) constituye una generalizacién del
concepto de factorial [4]. Por otra parte, Legendre contribuyé indirectamente con el
célculo fraccional en 1772, desarrollando la ley de los exponentes para los operadores

de orden entero,

(1.6)

Tiempo después, en 1819 Lacroix desarrolla una férmula para la diferenciacién
fraccionaria de la derivada enésima de v™ por induccién. El reemplazé n con la fraccién
%, junto con el hecho de que I'(1/2) = /=, obteniendo,
dz 2
— V= —=
dx3 Ve

En 1822 Joseph Fourier, mencioné por medio de su definicién de operaciones

[N

(1.7)

fraccionales, derivadas de orden arbitrario[5],

% (z) = ;r/f(a)da/pu cos[p(x — a) + gu]dp (1.8)

y afirma que el nimero u serd cualquier cantidad, positivo o negativo. Posteriormente,
Liouville en 1835 da una definicién de la derivada fraccional como una serie infinita
de funciones exponenciales,

dzv

d = ZAmemxm“, (1.9)
0

donde u es cualquier nimero racional, complejo o irracional[3]. El célculo fraccional,
involucra conexamente el estudio de algunas funciones especiales como las de Mittag-
Leffler que es una generalizacién de la exponencial, ademds suelen aparecer la funcién
Gamma de Euler ('), serie hipergeométrica y también los coeficientes binomiales,
resultando en una mayor complejidad de céalculo.

Por otra parte, la funcién de Mittag-Leffler es una generalizacién de la funcién

exponencial, la cual estd definida de la siguiente manera,
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> k
Eat) =) g @ >0,0€R

Bi(t) = :;0 (1.10)

Es(t) = cosh(v/1)
Ademss, la derivada fraccional de Riemann-Liouville de orden v € C(Re(y) > 0) se

define como,

(DLf) () = D3 f(2) (1.11)
YY) = 1 ﬁ f r— )1
(D)@ = g 4o | (o= 00 (112)

donde n = [Re(y)] + 1.

En 1969, el fisico matematico italiano Michele Caputo dié una nueva definicién de

la derivada fraccionaria como,

t

gy S0
e e (1.13)
0

donde n —1 < a < ny f es una derivada ordinaria. El operador D satisface las

siguientes propiedades:

D*C =0, (C es una constante)
0, para 5 € Ny y 8 < [v] (1.14)
Dog? = i a1 para B € Noy B> [v] 08¢ Ny B> [v]

donde [v] y |v]| son las funciones de techo y de piso respectivamente, mientras

N'={1,2,....} y Np = {1,2,.....} . La diferencial fraccional de Caputo es una operacion

D(Af(x) + pg(x)) = AD f(x) + nD%g(x), (1.15)

donde X\ y u son constantes. Asimismo, la derivada fraccional de Grundwald-Letnikov
se basa en la generalizacién de la férmula de la diferencial de orden n natural para
el caso de « real positivo, es decir, el operador de diferencia se expresa en su forma

general como:
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2 (=1)™I'(a+ 1)
=0 “=T(m+ DI (a—m+1)

f(z —mh). (1.16)

n

D f(x) = lim (— DY

m=0

(—1)™T(a+1)
m+1)F(a—m+l)f [m—m

a - O‘} . (1.17)

Otro punto de partida para definir la derivada de orden fraccionario fue propuesto

por Liouville (1832), quien, partiendo de la integral del orden fraccionario, obtiene,

df(z) L)
e =0 = gy [ et )

«

donde o < z.Ahora bien, sin—1 < a < n se puede hacer a = n — v entonces se tiene,

def@)  df@ L. d 1 [ f()
dze —  dxzm T (@) = d:z:"I‘(n—a)/(x — t)a—ntl

«

dt (1.19)
La integral fraccional de Riemann-Lioville de orden v > 0 estd dado por[6],

T (@) = r(lv)/(”” 4Lyt v>0, >0, (1.20)
0

If(x) = f(z)

Por otra parte la Transformada fraccional de Fourier es definida como una
operacién matemdtica que generaliza la transformada de Fourier, la cual puede ser
denominada como: transformada de Fourier rotatoria o transformada de Fourier
angular, ya que depende de un pardmetro « que se interpreta como una rotacién
por un dngulo « en el plano tiempo-frecuencia, este pardmetro o da el valor de orden
fraccional. Matema&ticamente, la transformada de Fourier fraccional de orden « de la

funcién f(t) se define como [7],

F(z) = F°[f(t)] (z) = / Kot ) f()dt (1.21)

donde « es el orden de la transformada y K,(t,z) es el kernel de la transformada

fraccional de Fourier y estd dado como,

/T — i cot aeiiﬁgﬁ cot a—ixtcsca « 7& n
Ka(t,z) = 5(t — ) o =2nm (1.22)
it +x) a=2nmEmw
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donde n es un entero dado. Ademas, se reordena el Kernel K, (t,z) como,

Ko(t, ) = Coky(t, x)etresca (1.23)
e—%(gsgn(sina)—a)
\/27r|sin o
% entonces Cy 4/ 1_12%““ De igual forma, la transformada Wavelet utiliza funciones

que se localizan tanto en el espacio real como en el espacio de Fourier. Generalmente,

donde @ = &, ka(t, z) = e+ oy 0 = . Estéd claro que si, @ =

la transformada Wavelet puede expresarse mediante la siguiente integral,

W(s,7) = / FOW o (D)t (1.24)

donde W, -)(t) es la funcién Wavelet madre definida como,

U, (t) = \}5\1/ (t — T> (1.25)

donde s y 7 son los pardmetros que son usados para controlar la dilatacién y la

traslacion, respectivamente. La funcién Wavelet satisface las siguientes condiciones|§],

00 00
/\I/(SJ)(t)dt =0, / Wion ()] dt =1 (1.26)

~oo0 —o0

De igual manera la transformada fraccional continta de Wavelet (FrWT) de la funcién

de 1D f(t) € L*(R) esta descrita como,

W (s, 1) = / /f(t)Ka(t,:c)\I/(SJ) (x)dtdx (1.27)
donde \IJ(SJ)(:E) = %\I/ 77 es la Wavelet madre con los pardmetros s y 7 para la
S

dilatacién (escala) y traslacién (posicién). Ademads, K, (¢, x), es el kernel de la FrWT

que esta dado por,

Ko(t,z) = Coka(t, x)e" o esc® (1.28)

67%(%5971(51115)75

donde ka(t, $) = 6(%)(t2+12)c0t5y Coc _ \/2 —
transformada fraccional discreta de Wavelet (DFrWT), la ecuacién (FrWT) se debe

discretizar y para este propésito la Wavelet madre W, -y(7) es discretizada. Este tipo

).Con el fin de obtener la

de discretizacién tiene la forma s = s’ y 7 = n7osg’. De tal forma, la Wavelet madre

discretizada se define como,
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[e.e]
1 T — nTosh’
Woo= | F v 0 )d 1.29
= [ P () (1.20)
donde Wy, son los coeficientes de la transformada fraccional Wavelet discreta de

orden « de una cuadricula de escala de ubicacién dada por m,n. Para la transformada

de Wavelet fraccional discreta, los coeficientes W | se conocen como coeficientes de
b

Wavelet fraccionario. Ahora, la transformada fraccional de Wavelet discreta e inversa

se pueden escribir como:

1) Transformada fraccional de Wavelet discreta directa,

o0 [e.o]
we, = / P2)2 5 02 ™ — n)dz — / F@)Upa(x)de  (1.30)
—0o0 —00
2) Transformada fraccional de Wavelet discreta inversa,

o0 o0

Fz)= > Y W, Una(z) = F@)= > > (F ¥ V).

m=—00 N=—00 m=—00 N=—00

(1.31)

Finalmente, la transformada del coseno fraccional discreta (DFrCT) se desglosa a
partir de la transformada discreta de Fourier (DFT), la cual es también una forma
general de la transformada de coseno discreta, que tiene una relacién similar con la
que existe entre (DFT) y la transformada discreta de Fourier (DFT). La transformada

de coseno discreto se define como|9]:

N-1
o(k) = a(k) 3 #(n) cos (W) 0<k<N-1 (1.32)
n=0

donde z(n) : es la senal de entrada, v(k) : es la senal de salida, ademés,

a(0) = \/5, alk) = \/g paral <k <N —1 (1.33)

Al extender dos veces el tamano de la senal, se puede reescribir la ecuacién de la

transformada de coseno discreto,

z(n) para0 <n < N

fz) = {x(?N —n—1) para N <n<2N (1:34)

definiendo:

—j2rk

Co(k) = e v Y (k)
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donde Y (k) es la transformada discreta de Fourier de 2N puntos de la sefial extendida
y(n). Entonces, la transformada discreta del coseno de x(n) son los primeros N
elementos de Cy(k), esta definicién puede ser reescrita como Fhy (transformada
discreta de Fourier de 2N puntos) y F{A} (transformada discreta de Fourier inversa de

2N puntos) de la entrada z(n) como:

7k

Coll) = cos () (Fanlol) ) + Fyplotr)] )] -

isin (33 ) Fanle ) - Pyl

Dada una senial z(n), suponiendo que C%[z(n)] es la transformada fraccional discreta

de coseno con orden p , definida como,

—j2mwkp

CP(k) = e—an VP (k) (1.35)

La definicién de transformada fraccional discreta de coseno puede ser reescrita por Fjy
(transformada fraccional discreta de Fourier de 2N puntos) y (Fiy) ™! (transformada

fraccional discreta de Fourier inversa de 2N puntos) de la entrada z(n) como [10],

o) = cos (o )R Lal(0) + (Fy) MallB] - (136)
i sin (o ) Loo0l(8) ~ (Ffy) el (137

En las ultimas décadas, las aplicaciones del cédlculo fraccional se han extendido
a diversas dreas tales como: en ingenierfa de control [11], procesamiento de senales,
electromagnetismo, mecénica de fluidos y en la farmacocinética [12]. Por otra parte,
se han desarrollado métodos analiticos y numéricos para la solucién de ecuaciones
diferenciales fraccionales (FDEs), es dificil obtener soluciones exactas para la mayoria
de las ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, se han hecho intentos de proponer métodos
analiticos que se aproximen a las soluciones exactas de estas ecuaciones, tales como la
descomposicién de Adomian y la homotopia[13]. Recientemente, los métodos numéricos
también han sido propuestos para la solucién de las ecuaciones diferenciales fraccionales
[14].

Doha et al. presentaron y desarrollaron técnicas para resolver FDE de varios
términos incluyendo términos lineales y no lineales utilizando polinomios de Jacobi
, donde generalizaron el método de Legendre-Tau en cuadratura y los métodos
espectrales de Chebyshev [15]. Recientemente, S.Kasem et al. propusieron una

nueva funcién ortogonal de Legendre de orden fraccionario basada en polinomios
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de Legendre para obtener soluciones altamente precisas de FDEs en un intervalo
finito. Bhrawy y Zaky [16] definieron nuevas funciones ortogonales denominadas
funciones ortogonales de Jacobi de orden fraccionario desplazado (SFJFs) basados
en los polinomios de Jacobi desplazados, de igual forma proponen una técnica directa
para resolver ecuaciones diferenciales fraccionales lineales usando el método de Jacobi-
Tau (SFJTM).

Los momentos ortogonales juegan un papel importante en el andlisis de imagenes
y otras aplicaciones similares. Sin embargo, los momentos ortogonales existentes estan
restringidos al orden entero, y hasta la fecha se ha llevado a cabo poca investigacién de
momentos ortogonales de orden no entero. Recientemente Bin Xiao et al. introduce los
momentos de Legendre-Fourier desplazados de orden fraccionario [17]. En este trabajo
de tesis se proponen los momentos ortogonales genéricos de orden fraccional en pixeles

polares, usando la teoria de cdlculo fraccional.

1.2. Planteamiento del problema

En anos recientes, se han enfocado en investigar transformaciones con érdenes
fraccionales tales como: transformada de Fourier de orden fraccional[7], transformada
de Wavelets fraccional[8], transformada de coseno discreto fraccional[9], transformada
Hartley fraccional[18]. Estas transformadas de orden fraccional son ampliamente
utilizadas en los radares, sistemas de comunicacién, seguridad de la informacién y
reconocimiento facial[17] y muchos otros campos.

En este trabajo proponemos los momentos circulares genéricos de orden fraccional
mediante los polinomios de orden fraccional de Jacobi, los cuales serdn una ventaja
para el anélisis del rendimiento de los momentos circulares.

Los momentos ortogonales juegan un papel importante en el andlisis de imdgenes
y otras aplicaciones similares. Sin embargo, los momentos ortogonales existentes estan
restringidos al orden entero, y hasta la fecha se ha realizado poca investigacién
de momentos ortogonales de orden no entero. Los momentos ortogonales de orden
fraccionario pueden definirse en sistemas de coordenadas cartesianas y polares, estos
momentos no sélo son capaces de extraer caracteristicas de la regién de interés sino
que también tienen potencial para la reconstruccién de imégenes con un minimo error.

Los momentos de Jacobi-Fourier (JFM) son ttiles para muchas aplicaciones de
procesamiento de imdgenes, reconocimiento de patrones y visién por computadora,
proporcionan una amplia clase de momentos invariantes ortogonales. Los momentos
de Jacobi-Fourier son de naturaleza ortogonal, lo cual es una propiedad importante en
el procesamiento de imédgenes. La razén de la importancia de la propiedad ortogonal

en el procesamiento de imdgenes y otras aplicaciones de reconocimiento de patrones
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es la presencia de la funcién inversa de los momentos ortogonales. Otra caracteristica
importante de la propiedad de ortogonalidad que proporciona baja redundancia de

informacién y también proporciona robustez al ruido.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Generalizar y analizar teéricamente los momentos de orden fraccional mediante
los polinomios genéricos de Jacobi J,(«, 3,7), buscar el orden fraccional que pueda

representar mejor una imagen digital.

1.3.2. Objetivos particulares

° Hacer un estudio del marco tedrico de los polinomios genéricos de orden
fraccional, para implementarlos en los polinomios de Jacobi.

. Estudio de las relaciones de recurrencia de orden fraccional para los
polinomios de Jacobi.

° Implementar los polinomios genéricos de orden fraccional en el cémputo de
momentos circulares en pixeles polares

. Realizar la reconstruccién de imagenes a través de los momentos de Jacobi-
Fourier de orden fraccional en pixeles polares.

. Implementar un algoritmo capaz de realizar el reconocimiento de objetos, a

través del marco tedrico de los momentos de Jacobi-Fourier de orden fraccional.

1.4. Estado del arte

En 2006, Ping et al.[19] propusieron los momentos ortogonales invariantes de
Jacobi-Fourier. La integral del kernel de los momentos, el cual estd compuesto por
los polinomios radiales de Jacobi y la componente compleja angular de Fourier, en
donde la variaciéon de dos pardmetros a y 5 en el polinomio de Jacobi, pueden formar
varios tipos de momentos ortogonales, tales como: Momentos de Legendre-Fourier|[20)]
(¢ = 1,8 = 1), Momentos de Chebyshev-Fourier[21] (a« = 2,8 = %), Momentos
ortogonales Fourier-Mellin[22] (o = 2, 8 = 2), Momentos de Zernike[20] y Momentos
Pseudo-Zernike[23]. La formulacién de estos momentos sera una ventaja para el anélisis
del rendimiento de los momentos ortogonales y para buscar un momento ortogonal
principal.

Sin embargo, el trabajo contiene algunas erratas que resultan principalmente de

la confusién entre las dos definiciones ligeramente diferentes de los polinomios Jacobi
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desplazados que hay en la literatura. Ping et al.[19] define erréneamente las constantes
de normalizacién y define incorrectamente los polinomios de Jacobi para: a = 8 = 2,
a=F=3,a=3,=2=2y a=4,5=23.[24]

Msés tarde R. Upneja y C. Singh en el 2014 [25], propone un algoritmo répido que
reduce la complejidad para el cédlculo de los polinomios radiales de los momentos
de Jacobi-Fourier, este algoritmo se basa en relaciones de recurrencia. El método
propuesto no solo reduce la complejidad temporal, sino que también mejora la
estabilidad numérica de los momentos de mayor orden, con el método propuesto se
consigue una mejor reconstruccién de la imagen. Dado que para el cdlculo los momentos
de Jacobi-Fourier se define en términos de coordenadas polares, los autores proponen
definir la imagen sobre una rejilla cuadrada para ser mapeado en un circulo unitario
externo, tomando el centro de la imagen como el origen del mapeo. Al utilizar un
circulo unitario externo se asegura que no haya pérdida de pixeles durante el cémputo
del momento y por lo tanto, toda la informacién de la imagen se puede conservar. Para
el computo preciso de los momentos de Jacobi-Fourier, se requiere calcular la doble
integral, puesto que no hay una solucién analitica para este tipo de integrales. En la
mayorfa de los trabajos la doble integral se sustituye por una aproximacién de orden
cero en coordenadas cartesianas.

Otro trabajo presentado el mismo ano que R. Upneja y C. Singh sobre los momentos
de Jacobi-Fourier (JFMs) fue presentado por Camacho-Bello et al.[26], en donde se
proponen un nuevo algoritmo para calcular los momentos de Jacobi-Fourier de una
manera riapida y de alta precisién, basado en imdgenes en pixeles polares y la relacién
de recurrencia. Esta nueva relacién de recurrencia ayuda a calcular méas rdpido y
reduce la inestabilidad numérica en polinomios radiales de orden superior. El esquema
de las imdgenes en pixeles polares reduce tanto el error geométrico como el error
de integracion. Ademads, reduce significativamente el error de reconstruccién de las
imédgenes, y la relacién de recurrencia propuesta estd libre de términos factorial,
por esta razén los polinomios de Jacobi-Fourier son estables en ordenes superiores,
superando al método convencional.

En 2017, José Saez Landete [27] analiz6 el trabajo de Upneja et al.[25] donde
se utiliza la configuraciéon del disco unitario externo para obtener lo momentos de
Jacobi-Fourier. Sin embargo, Landete demostré que este método hace perder la
ortogonalidad del kernel, ya que no considera el dominio del kernel entero. Para
demostrar esta afirmacién, evalué la condicién de ortogonalidad del kernel de Jacobi-
Fourier considerando, el disco unitario interno y el externo sobre una imagen cuadrada
de N x N pixeles. Por otra parte, se propuso una transformacién de las imdgenes
en coordenadas cartesianas a coordenadas polares como lo presentado por Camacho-

Bello [26], esto con el fin de mejorar la precision del cdlculo de los momentos de
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Jacobi-Fourier. Ademads, se han corregido y aclarado algunas erratas e inexactitudes
que podrian conducir a resultados erréneos.

En el mismo ano, Rahul Upneja[28] propone un nuevo método para el célculo
preciso y rdpido de los momentos de Jacobi-Fourier, reduciendo el error de integracién
numérica para el cédlculo de los momentos de Jacobi-Fourier, este error de integracién
se produce cuando se hace la aproximaciéon de orden cero de la doble integracién, que
no es exacta. Por tal motivo, Upneja[28] propone un método que simultdneamente
reduce este error y acelera el cédlculo de los momentos Jacobi-Fourier, utilizando un
enfoque recursivo de la integracién de Gauss y la integraciéon de Wavelet, el cual no solo
reduce el error de integracién numérica sino que también reduce el error geométrico
en la reconstruccién de las imégenes.

En este trabajo de tesis se busca mejorar el desempeno de los momentos de
Jacobi-Fourier mediante la teorfa de transformaciones de 6rdenes fraccionarios y para
diferentes configuraciones de pixeles polares. Para esto, tomamos las ideas propuesta
por Bin Xiao[17], el cual proponen un marco general de los momentos ortogonales
de orden fraccional en sistemas de coordenadas cartesianas y polares, mediante los
polinomios de Legendre desplazados. Los momentos propuestos en este trabajo tienen
propiedades de alta precisién en la reconstruccién de imégenes y robustez de alto ruido
en el reconocimiento de imdgenes invariantes, para la extraccién de caracterfsticas de

la regién de interés.

1.5. Trabajos derivados de la tesis

| Vargas, H. & Camacho, C.J. (2018, enero). Momentos complejos para el
andlisis de piezas metal-mecdnicas. Poster presentado en el X congreso internacional
de investigacién UPT, Tulancingo, Hidalgo.

| Vargas, H. & Camacho, C.J. “Complex moments for the analysis of metal-
mechanical”. In Applications of Digital Image Processing XL. International Society
for Optics and Photonics.

| César Camacho-Bello, José Sdez-Landete, Horlando Vargas-Vargas. Some
aspects of fractional-order circular moments for image analysis. Pattern Recognition,

(en desarrollo).
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1.6. Estructura de la tesis

A continuacién se muestra el contenido de este trabajo de tesis, el cual estd
estructurado de la siguiente manera:

Capitulo 2: Se presenta un andlisis tedrico de los distintos tipos de momentos,
tales como: momentos geométricos, momentos complejos y momentos ortogonales, asi
como la implementacién de los momentos ortogonales definidos en un rectdngulo y un
circulo.

Capitulo 3: Se propone un nuevo conjunto de momentos genéricos circulares de
orden fraccional a partir de los polinomios genéricos de Jacobi. Ademads, se obtienen
diferentes familias de momentos circulares de orden fraccional variando el valor de «
y B.

Capitulo 4: Se presenta el computo de los momentos circulares de orden fraccional
basado en una configuracién de pixeles polares y a su vez se analiza el desempeno de
cada familia utilizando el error de reconstruccién (NIRE). De igual forma, se propone
un algoritmo de bisqueda para encontrar el valor éptimo de v con respecto al error
de reconstruccion.

Capitulo 5: Se implementan los momentos circulares de orden fraccional en
las siguientes aplicaciones: clasificacién de imdgenes e interpolacién de imégenes
omnidireccionales. Esto con la finalidad de medir el desempenio de cada conjunto de
momentos circulares.

Capitulo 6: Se presentan las conclusiones generales del trabajo de tesis y el trabajo

a futuro.
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Capitulo 2

Teoria de momentos

2.1. Introduccion

Las imdgenes digitales comunes contienen una enorme cantidad de informacién.
Es por eso que existe la necesidad de implementar métodos de andlisis de imdgenes
automaticos y robustos[l]. Uno de los métodos utilizados en la actualidad para la
extraccién de informacién de una imagen es a través de los momentos, los cuales son
cantidades escalares reales o complejas utilizadas para describir imdgenes y capturar
sus caracteristicas mds importantes. Los momentos han sido ampliamente utilizados
durante cientos de afios en estadistica para describir la forma de una funcién de
densidad de probabilidad y en la mecdnica de cuerpos rigidos para medir la distribucién
de la masa de un cuerpo[2]. Actualmente existen varias aplicaciones dentro del anlisis
de imdgenes, tales como reconocimiento de patrones, clasificacién, codificacién de
imdgenes y reconstruccién, entre otras. En el campo matemadtico los momentos son
“proyecciones” de una funcién, sobre una base polinomial de manera similar que la
transformada de Fourier. En general, los momentos M;E(J; ) de una imagen f(z,y), donde
Py ¢ son enteros no negativos, k = p+gq, es el orden de los momentos, y estan definidos

€omo,

M) = //qu(w,y)f(%y)dmdy (2.1)
D

donde la secuencia Poo(x,y), Pio(x,y), ..., Prj(x,y) son funciones polinomiales definidas
sobre un dominio D. Dependiendo de la base polinomial utilizada pueden definirse
los momentos geométricos, momentos complejos y momentos ortogonales. También,
existen trabajos que remplazan por completo la base polinomial por alguna otra

base,como en el caso de los momentos wavelet[3] y momentos escalonados[4], donde
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2. Teoria de momentos

las funciones wavelets se usan en una combinacién con funciones arménicas en lugar
de los polinomios. Estas modificaciones ampliaron la nocién de momentos, pero no se
ha modificado la teoria base de los momentos. Los momentos principales que hay en la
literatura para el tratamiento de im&dgenes son los momentos geométricos, complejos

y ortogonales, que més a delante se definirédn en el trascurso de este capitulo.

2.2. Momentos geométricos

La opcién méds comin mediante la cual se puede representar a los momentos
geomeétricos es a través de una base de potencia estdndar Py, (z,y) = zPy?, de esta

manera los momentos geométricos se definen como,

Mpq = / /xpyqf(x,y)dxdy (2.2)

—00—00

En el caso de una imagen digital los momentos geométrico se definen como,

Mpq = Zzﬂﬁpyqf(%y)- (2.3)

Los momentos de orden mgy en imédgenes binarias representan el drea geométrica de

la imagen. Entonces mygg se define como,

Mmoo = Z Zf(:c,y). (2.4)
0 0

Los momentos de orden mig y mg1, son utilizados para encontrar el centroide de la
imagen, definidos de la siguiente manera,
7= 10 y Y= o (2.5)
moo moo
Por otra parte, los momentos mag, Mgz ¥y m11 se conocen como momentos de inercia
describen la distribucién de intensidad de la imagen con respecto a los ejes coordenados.
A partir de los momentos de segundo orden se pueden calcular el radio de giro de una
imagen, donde describe la forma en la cual la intensidad de la imagen se distribuye
alrededor de su eje central y se define como,
Ty = m20 y o Ty = Moz (2.6)
moo moo
Ademsds, si f(x,y) se considera como una densidad probabilistica, es decir, sus
valores se normalizan de tal manera que mgy = 1, se pudieran considerar como mqg

y mg1 como los valores medios. En el caso que fueran cero, mgg y mge serian las
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proyecciones horizontal y vertical, y mq1 serfa la covarianza entre ellos. De esta manera,
los momentos de segundo orden definen la orientacién de la imagen. Asimismo, los
momentos de tercer orden mgg y mgs describen el sesgo proyectivo de una imagen, el
cual es una medida estadistica del grado de distribucién de la desviacién de simetria
alrededor del eje central,

mgzo _ _Mo3 (2.7)

Sy = v s
: Vmgo ! vm?)z

Por 1ltimo, los momentos de cuarto orden myg y mg4 describen la curtosis de la imagen,

la cual es una medida de apuntamiento,

myo mog
hp = —2 oy k=2

= 2.8
o o (2.8)

A través de los momentos geométricos se derivan los momentos invariantes a la
traslacion, a la escala y rotacién.
2.2.1. Momentos geométricos invariantes

La traslacién, rotacién y la escala son transformaciones de coordenadas espaciales

de cuatro parametros, que se puede describir en forma de matriz como,

X =sRoX +t (2.9)

donde t es el vector de traslacién, s es un factor de escala, y R, es la matriz de rotacién

dado por el dngulo a,

sina  cos«

R, — < cosa —sinao ) . (2.10)

Para darle la propiedad de invariante a traslaciones (sin rotaciones y cambios de escala)

se debe desplazar el centroide del objeto al origen del sistema de coordenadas como,

(e oo o]
o= | [ @=2P -9 v)dody (2.11)
—o0—0
En el caso de una imagen digital los momentos geométricos invariantes a la traslacién,

se dan de la siguiente forma,

Hog = D3 (@ =Py = 9)"f (z,y). (2.12)
Ty

Tenga en cuenta que siempre se mantiene 1y = fg; = 0y Lgo = Moo- La invariancia a

la traslacion de los momentos centrales es directa. La invariancia de escala se obtiene

Horlando Vargas Vargas UPT 18



2. Teoria de momentos

mediante una normalizacién adecuada de cada elemento. Para que un momento se
pueda utilizar como un factor de normalizacién, es necesario que sea distinto de cero
para todas las imagenes. Los momentos de orden inferior son més estables al ruido y
su cémputo es mds rapido, por lo tanto, el momento geométrico mgg es el apropiado
para esta normalizacién. La normalizacién estd definida como, vy, = Z—gz

Vpg = 21 (2.13)

Foo

donde w = % + 1 para p + ¢ > 2. Finalmente, si f(z',3') es la imagen f(z,y)
después de haber sido escalado en cada eje por s, de modo que 2’ = sz, 3y = sy y
dx'dy’ = s?dxdy, los momentos centrales en las nuevas coordenadas, toman la siguiente

forma,

(z =T )Py -7) f(',y)da'dy (2.14)

Pz —2)Pst(y —9)? f(z,y)s*dzdy

é\S é\éﬁ
g 8 g .8

cuando p =0y g = 0, se tiene que,

1o = 5% koo (2.15)

Por lo tanto,
/ +q+2
'U/ = Mpq = Sp ! ILqu = ’qu (216)
PE (g ) (5%100)

de ésta manera se demuestra la invariancia a la escala de los momentos normalizados.

Para la invariancia a la rotacién, Hu introduce en 1962 [5] los momentos invariantes
a la rotacién, los cuales emplean la teorfa de los invariantes algebraicos y deriva sus
7 famosos invariantes a la rotacién en el plano alrededor del origen, los cuales estdn

dados por,
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momentos

o)
o
b3
P4
?s

o

o

= Wz + Vo2

= (vgo — U02)2 + 4(U11)2

= (v30 — 3v12)? + (3va1 — vg3)?

= (v30 4 v12)? + (Va1 + vg3)?
= (v30 — 3v12)(v30 + v12) (V30 + v12)* — 3(v21 + vo3)?)
+(3va1 — v03)%(3v21 + v03) (3(v30 + v12)? — (Va1 + v03)?)

= (va20 — vo2)((vso + v12)? — (V21 + v03)?) +

4v11(v3g + v12) (V21 + vo3)
= (3va1 — vo3)(v30 + v12) (V30 + v12)? — 3(v21 + vo3)?)

—(v30 — 3v12) (V21 + vo3) (3(v30 + v12)? — (V21 + vo3)?)

(2.17)

Si reemplazamos los momentos geométricos por momentos centrales o normalizados

en estas relaciones, obtenemos invariantes no solo de rotaciéon sino también de

traslacién o escala, que al mismo tiempo aseguran la invariancia a la rotacién alrededor

de un punto arbitrario.

Para implementar a los momentos invariantes de Hu se utilizé la imagen de Lena,

la cual estd modificada con: traslacion de la imagen, escala, rotacién y reflexién, como

se muestra en la Fig. 2.1. En la Tabla 2.1 se muestran los resultados en donde se

demuestran que los momentos de Hu son invariantes, ya que la diferencia de los

resultados es minima.

Momentos invariantes de HU

Imagen Imagen con Imagen Imagen
Momento origignal traflacién escalgalda rotadaga 45°
o} 2.7819 2.7815 2.7819 2.7803
o} 7.8439 7.8421 7.8439 7.7922
o} 11.3759 11.3372 11.3759 11.1813
o) 10.3359 10.3368 10.3359 10.3603
o5 21.4269 21.4053 21.4259 21.4259
oM -14.3467 -14.3457 -14.3467 -14.3331
fo2 21.2817 21.2653 21.2817 21.1957

Tabla 2.1: Tabla de resultados adquiridos de los momentos invariantes de Hu de la
imagen de Lena.
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@) (b}

(c) (d)

Figura 2.1: Transformaciones de la imagen original de Lena: (a) imagen rotada a 45
grados, (b) imagen trasladada, (c) imagen escalada en 0.25 en ambas dimensiones
espaciales, (d) imagen reflejada.

2.3. Momentos complejos

Los momentos complejos Cy,, de una funcién imagen estan definidos de la siguiente

manera,

0o 00
Co= [ [ (o= 30)" @+ )" f ) dody (2.18)

—co—00
Los momentos geométricos y los momentos complejos llevan la misma cantidad de
informacién. También, los momentos complejos pueden ser expresados en coordenadas

polares,

x=rcosf, r=+/22+1y>2
y=rsinf, 0= arctan(y/z).
A partir de la Ec.(2.18) los momentos complejos toman la forma,

00 2T

Cpy = / / P exp =99 f(r,0)drde, (2.19)
00
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donde p =0,1,2,.....00 y g toma cualquier valor entero positivo o negativo. A partir de
la Ec. (2.19) se puede construir el invariante a la rotacién de los momentos complejos,

esto se hace calculando el valor absoluto de los momentos complejos en su forma radial,

Chg = |Chql , (2.20)

Para implementar los momentos complejos de la Ec.(2.20) se roto la imagen de Lena
a 45°,90°, 340° como se muestra la Fig. 2.2. Los resultados obtenidos se muestran en
la Tabla 2.2, donde se puede apreciar que los momentos complejos son invariantes a la

rotacién.

Figura 2.2: Cambios del éngulo de rotacién de la imagen de Lena para demostrar la
invariancia a la rotacién de los momentos complejos: a) imagen original, b) imagen
rotada a 45 grados, c¢) imagen rotada a 90 grados, d) imagen rotada a 340 grados.
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Momentos Complejos invariantes a la rotacion.

Imagen Imagen Imagen Imagen
Momento origignal rotadaga 45° rotadaga 90° rotadaga 340°
Coo 1.4855 1.4854 1.4855 1.4854
Ch1 0.1090 0.1090 0.10909 0.1090
Cyo 0.0685 0.0686 0.0685 0.0686
Cy 0.9039 0.9038 0.9039 0.9038
Cs3 0.0434 0.0434 0.04341 0.04340
Csy 0.07529 0.07528 0.07529 0.07528

Tabla 2.2: Resultados obtenidos de los momentos complejos invariantes a la rotacién
de la imagen de Lena.

Los momentos centrales radiales de orden p con repeticién ¢, Cp, se define como,

C = [ [l =2) =ty = DIz =) + 5y~ D)2 (o) dody  (221)
Ty

donde p — ¢ es par y los centroides son calculados con la Ec.(2.5). Para no depender

de los centroides de una imagen (T y 3), la Ec.(2.21) puede ser reescrita como,

Coo= [ [ (0 = 4" = ) s (0, )dady

(2.22)

donde K =z — jy,A =T — jy = D11/Doo,u = (p+¢q)/2 y v = (p — q)/2. El kernel

puede ser representado de la siguiente manera,

U - u u—m *\m
(1 =y = 30 (1)) (2:23)
m=0
Y,
* *\V - v *\V—"N *\ 7
(1= =30 () ey (2:24)
n=0
por lo tanto, la Ec.(2.22) puede ser expresada en términos de,
N u v ) v
G = (1) (1) camay (2:25)
m=0n=0
Ty
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Tomando la ecuacién anterior, los momentos centrales radiales de orden p con

repeticién g se puede obtener como una serie de momentos radiales,

Cy = S5 () (¢ (—A*)" (= A*)"Chyy (2.26)
2200
donde p = (u—m)+ (v—n)y ¢ = (u—m)— (v—n). A partir de la Ec.(2.26) se

pueden definir los primeros 3 érdenes invariantes a la traslacién [6],

orden 0 :
Coo = Coo,
orden :
Ci1 = Cn1 — ACy,
orden 2 :
Coy = Cay — 2ACH; + A2Cy,
Cao = Cag — A*Cyy — ACT, + AA*Cop,
orden 3 :
Ca3 = C33 — 3ACH + 3A2C11 — A3Cy,
Ca1 = Ca1 — A*Cag — 2ACs0 + 2AA*Cyy + A2CH; — A2A*Coo.
(2.27)
Para poder aplicar la invariancia a la traslacién de los momentos complejos en su
forma radial, se utilizan las imagenes mostradas en la Fig. 2.3, donde se puede apreciar
que la letra “E” se encuentra a diferentes posiciones. Los resultados de los primeros
tres érdenes de los momentos invariantes a la traslacién de la Fig. 2.3 se muestran en

la Tabla 2.3 como se puede apreciar los valores son muy similares.
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 2.3: Cambios de traslacién en imagen binaria de la letra E para demostrar la

invariancia a la traslaciéon de los momentos complejos: (a) Az = —210, Ay = 210,(b)
Az = 240, Ay = 240, (¢) Az = 270, Ay = —240, (d) Az = —270, Ay = —240.

Momentos Complejos invariantes a la traslacion.

Imagen Imagen Imagen Imagen
Momento | (a) (b) (©) ()
Coo 1.31255 1.3106 1.3113 1.3107
Cny 0 0 0 0
Caa 0.01138 0.01449 0.01329 0.01432
Coo 0.7895 0.78641 0.78759 0.7865
Css 0.00823 0.0114 0.0101 0.0112
Cs1 0.01079 0.01090 0.01091 0.01095

Tabla 2.3: Tabla de los resultados obtenidos de los momentos complejos invariantes a
la traslacién de la imagen binaria de la letra E.
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2.4. Momentos ortogonales

Los momentos son usados como descriptores en muchas aplicaciones de visién
por computadora. Teague en 1980[7], introdujo los momentos con una funcién de
base ortogonal. Estos tiene la capacidad de caracterizar informacién con minima
redundancia a diferencia de los momentos que no tienen una base ortogonal y se
generan utilizando polinomios ortogonales continuos y discretos. Los elementos de los
momentos ortogonales con base ortogonal P, ,,(x,y), satisfacen la siguiente condicién

de ortogonalidad,

//Pn,m(a:,y)Ppg(ﬂs,y) = OnpOm.q (2.28)
Q

donde 4y, es el stmbolo de Kronecker,

0,n#p
5n,p: 1n:p

Los momentos ortogonales se definen de la siguiente manera,

Qnm = /Q/Pmm(a:,y)f(x,y)da:dy (2.29)

donde 2 es el drea de ortogonalidad. El dominio puede estar definido en un recténgulo
o en un circulo. La mayoria de los polinomios ortogonales pueden ser calculados con
mayor estabilidad numérica mediante relaciones de recurrencia, a diferencia de los
momentos geométricos, que utiliza potencias, las cuales aumentan su inestabilidad

mientras los érdenes aumentan.

2.4.1. Momentos rectangulares

Los momentos ortogonales definidos en un rectangulo para una funcién f(z,y) de

tamano N x M expresados por,

G = /Q / Po(,9) f (2, y)ddy (2.30)

donde P, ., (z,y) es el kernel de transformacién, la cual consta de dos polinomios

ortogonales A, (z) y Apn(y),definidos como,

Pom(2,y) = An(2)Am(y) (2.31)

Las funciones A,(z) y An(y) corresponden a una misma familia de polinomios

ortogonales, pero de igual forma se pueden combinar diferentes familias de polinomios
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ortogonales. El kernel P, ,,(z,y) puede estar compuesto por polinomios ortogonales
continuos o discretos. Donde los polinomios discretos, tienen un mejor desempeno
debido a que la imagen est4 definida en un espacio discreto, por lo que no requieren
aproximaciones como es el caso de los polinomios continuos|8].

La reconstruccién de una imagen mediante estos momentos estd dada por,

L L
f(CC, y) = ZZQn,mAn(x)Am(y) (2'32)
n=0m=0

donde la funcién f(z,y) es la imagen reconstruida de f(z,y), L es el maximo orden
los momentos rectangulares utilizados en la reconstruccién.

Los momentos ortogonales definidos en un rectdngulo se pueden dividir en dos
tipos, en momentos ortogonales continuos y en discretos, dependiendo de la funcién
del Kernel P, ,,,(x,y) es ortogonal en dominios continuos o discreto. Por ejemplo los
momentos de Legendre[9] y los momentos de Gaussian-Hermite[10] que son momentos
ortogonales continuos. Los momentos ortogonales discretos incluyen principalmente a
los momentos de Tchebichef[11], momentos de Krawtchouk[12], momentos de Hahn[13]

y los momentos de Racah|[14].

2.4.2. Momentos radiales

La expresién general para los momentos radiales de orden n y repeticién m para

una funcién imagen f(r,6) en coordenadas polares estd dada por,

27 1

Prm = O/O/f(r, ) Py (1, 0)rdrdf (2.33)

donde P, ,(r,0) es la funcién kernel, que consta de dos funciones: una de ellas es
una familia de polinomios ortogonales A, (r) en la coordenada radial y la otra es una
funcién exponencial compleja exp(jm#) en la coordenada angular, la funcién P, p,(r, 6)

estd definida como,

Py (r,0) = A, (1) exp(—jmb), (2.34)

Ademsds, la funcion kernel es ortogonal dentro, del circulo de radio unitario, 0 < r < 1,

0 < 6 < 27, donde la condicion de ortogonalidad es expresada por la siguiente funcién,

21 1

/ / Povn(r,0) P (r, 0)rdrdf = 8,16 (2.35)
00
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Por otra parte, una imagen digital puede ser reconstruida por un nimero infinito
de momentos radiales. La distribucién discreta reconstruida de la imagen estd dada

por,

L L
Fr.0)=>"3" 6 mPom(r.0) (2.36)
n=0 m=0
donde f(r,6) es la imagen reconstruida de f(r,6), y L es el méximo orden de momentos
radiales utilizados en la recontruccién de la imagen.
Para imdgenes digitales, la Ec.(2,33) no puede ser aplicada directamente. Sea
f(ri4,0;;) una imagen digital de tamafio M x N. Sus momentos discretos ¢,, ,, estdn

dados por,

M-1N-1

G = > > F (i, 0i ) Pom(rij, 0:5) (2.37)

i=0 ;=0

donde las coordenadas polares discretas estdn expresadas por,

rij=a/Ti+y; rig <1

. (2.38)
t;,j = arctan <y]>

Z;

y las coordenadas son transformadas de la siguiente forma,

2% +1-N 2 +1- M
donde i = 0,.... M — 1y j = 0,....., N — 1. Cuando las integrales de Ec.(2,33) se

sustituyen por sumatorias y la imagen se normaliza dentro del circulo unitario, es

(2.39)

conocido como aproximacién de orden cero o método directo.

Las caracteristicas mds importantes de los momentos radiales son la invariancia a
la rotacion, a la reflexion, y a la escala. Si consideramos una imagen f(r,6 — ) que es
rotada 7y grados, esto da como resultado a los momentos ¢} ,,,, los cuales es relacionada

con ¢, ,, de la siguiente manera,

(Zsfz,;rfz = ¢n,m exp(—jm’y) (240)

Si se obtiene el mdédulo de los momentos radiales,

)

se comprueba la invariancia a la rotacién. De la misma manera, si consideramos el caso
general de la reflexion a través de una linea que pasa por el origen, que gira dentro

de un dngulo positivo v con respecto al eje y. La imagen puede ser representada como
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f(r,2y — @), el hecho de que la transformacién depende de 2+, se da a que la linea de
reflexién no tiene direccién unica: sin cambios para 180° de rotacién. La relacién de

los momentos radiales afectada por la reflexién estd definida por,

o’ = b xD(—52my) (2.41)

y por lo tanto, el médulo,

2’| = [nm

es invariante a la reflexion. Los momentos radiales son invariantes a la escala por
naturaleza, debido a que el radio unitario donde se define a la imagen tiene que
ser remapeado dependiendo de las dimensiones de la imagen. En otras palabras,
sin importar el tamano de la imagen, siempre va estar definida dentro del radio
unitario.Sin embargo, esto se cumple siempre y cuando no se utilicen aproximaciones
en el cdlculo de los momentos radiales. Ademds, los momentos radiales no tienen
informacién redundante como los momentos geométricos y los momentos complejos.
Dentro de los momentos ortogonales radiales se encuentran principalmente: los
momentos de Zernike[15], momentos pseudo-Zernike[16], momentos ortogonales de
Fourier-Mellin[17], momentos Chebyshev-Fourier[18], momentos de Jacobi-Fourier[19],
momentos de Bessel-Fourier[20], los momentos de Fourier arménico[21], los momentos

de exponenciales de Fourier[22], momentos de Legendre desplazados|23].

2.5. Implementacion de los momentos ortogonales con los

polinomios de Legendre desplazados

Para llevar a cabo la implementacién de los momentos ortogonales cartesianos y
radiales, en reconstruccion de imdgenes digitales se utilizan los momentos de Legendre
desplazados en su forma cartesiana y los momentos de Legendre-Fourier en su forma
radial, donde se utiliz6 a la imagen Lena de 100 x 100 como imagen de prueba Fig.
2.4.
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Figura 2.4: Imagen de prueba.

Para el computo de los momentos se utilizé la relacién recursiva de los polinomios

de Legendre desplazados, la cual estd definida de la siguiente manera,

anln(r) = (2r — 1) Lp-1(r) — an—1Ln—2(r) (2.42)
donde r € [0,1], y el coeficiente a,, es calculado como,

n
a4y = 2.43
4n2 —1 ( )

Para el célculo inicial, el orden cero y el primer orden normalizado estd dado por,

Lo(r) =1, (2.44)

Li(r) = V3(2r — 1) (2.45)

La funcién radial Ly, (r) satisface la propiedad de ortogonalidad dada por,
1
| L) Lontr)dr = 3 (2.40
0

donde 9y, ,, es la delta Kronecker, tal que:

Onm = {O’m 7 (2.47)

l,m=n
Para medir el desempeno de los momentos ortogonales se utiliza el error de

reconstrucciéon normalizado de la imagen conocido como NIRE por sus siglas en inglés,
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el cual es calculado mediante el error cuadrédtico medio normalizado de la imagen
original f(i,7) vy la imagen reconstruida f(z, j), la cual su definicién discreta estd

dada de la siguiente manera,

N—-1M-1 ~
> UG 5) = £, 5))
NIRE = =020 (2.48)
f2
=0 j5=0

2.5.1. Momentos de Legendre desplazados

Los momentos de Legendre desplazados para una imagen f(z,y) estdn definidos

de la siguiente manera,

1,1
Ln,m:/o /0 (2, 9)Pom(z,y)dzdy (2.49)

donde la funcién del kernel de los momentos de Legendre estd dado por,

donde,
r = i ,=0,1,2 N
7
N’ ) ) )
Yy = S 7=0,1,2,.M
Z‘[? b b b

Para la reconstruccién de una imagen digital ]7(33, y) a través de los momentos de

Legendre desplazados, se utiliza la siguiente expresion,

L L
=22 Pam(@y)Lam (2.51)

n=0m=0
En la Fig 2,5 se muestra la reconstruccién de la imagen y el error de reconstruccién

de la imagen de prueba a través de los momentos de Legendre desplazados.
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Imagen
reconstruida

NIRE

0.0263 0.0172 0.0121

Figura 2.5: Reconstruccién de la imagen en escala de grises “Lena” de tamafnio 100x100
pixeles con los momentos de Legendre. El orden médximo de momentos aumenta de 10 a
50.

En la Fig,2,6 se muestra la gréfica del error NIRE de la imagen reconstruida. Como
se puede apreciar en la grifica, el error de reconstruccién disminuye al aumentar el

orden de los momentos.

| —=— Legendre |

0.216 -
0.189 \
0.162+ \

0.135 Y

0.108 4 w

NIRE

0.081 1

0.054 - i
i ..-'I\.

0.027 -

0.000 ~

—
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Orden maximo de los momentos

Figura 2.6: Error de reconstruccién NIRE de la imagen en escala de

grises “Lena” con los momentos de Legendre.
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2.5.2. Momentos de Legendre-Fourier

La expresién para los momentos de Legendre-Fourier de orden n y repeticiéon m,

para una funcién imagen f(r, ) en coordenadas polares estd dada por,

27 1

P = O/O/f(r,H)Pmm(r, 0)rdrdf (2.52)

donde P, ,,(r,0) es la funcién del kernel , que consta de dos funciones: el polinomio

ortogonal de Legendre desplazado Ly (r) y el factor exponencial de Fourier exp(—jm#),

Py (r,8) = Ly (r) exp(—jmb) (2.53)

Por otra parte, de acuerdo con la teorfa ortogonal, la funcién imagen f(r,#) puede
ser reconstruida por un nidmero infinito de érdenes de los momentos de Legendre-

Fourier. La distribucién discreta de la imagen estd dada por,

M—-1N-—

fr0)="3" Z Ppm L (1) exp(jm0) (2.54)

=0 j=0

[y

<

donde f(r, ) es la funcién reconstruida de la funcién f(r,0) y L es el orden maximo
usado en la reconstruccién de la imagen.

Para la implementacién de los momentos de Legendre-Fourier en la reconstruccién
de la imagen de la Fig. 2.4 se realiza mediante la Ec. 2.54, teniendo como resultados

los que se muestran en la Fig.2.7.

=10 =40

Imagen
reconstruida

NIRE 0.1990

Figura 2.7: Imagen reconstruida de “Lena” con los momentos de Legendre-Fourier para

distintos ordenes L.

El comportamiento del error de reconstrucciéon (NIRE) a través del incremento del

orden de los momentos de Legendre-Fourier se presenta en la Fig. 2,8.
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| —— Legendre-Fourier|

0.280

0.266 \
0.252 \\ ]
0.238 \ /s

NIRE

0‘224- \ /
0.210- \\

0.196 - \ //.f

0.182 - .. /"".

.
""I-l-l-l-l--.._.,---

0.168 4

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Orden maximo de reconstruccion

Figura 2.8: Error de reconstruccién NIRE de la imagen en escala de

grises “Lena” con los momentos de Legendre-Fourier.

En base a los resultados obtenidos del error de reconstruccién de la Fig.2.6 se puede
apreciar que el error de reconstruccién aumenta cuando el orden L=30 ocasionando
que la imagen reconstruida se obscurezca perdiendo el contraste. Ademads, no se llega
a reconstruir el contorno del radio unitario. Comparando los resultados obtenidos de
la Fig.2.6 con los resultados de la Fig.2.8 de la reconstruccién de la imagen de Lena,
los momentos de Legendre tienen mejor desempeno debido a que son ortogonales en
coordenadas cartesianas y se evita el error de mapeo (generado por transformacién
de mapeo) durante el cdlculo de los momentos. Los resultados obtenidos se pueden
comparar con los resultados reportados por B. Xiao et al. [23], los cuales tienen un
comportamiento similar con los resultados presentados en este trabajo de tesis en

donde el error de reconstruccién aumenta a partir de L=25.
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Capitulo 3

Polinomios genéricos de orden

fraccional

3.1. Introduccién

En 1954 Bhatia y Wolf [1] mencionan que existe un nimero infinito de polinomios
ortogonales radiales que se pueden obtener a partir de los polinomios genéricos de
Jacobi. La variacién de los pardmetros a y 5 de los polinomios de Jacobi puede producir
diferentes conjuntos de momentos ortogonales [2][3], tales como: momentos ortogonales
de Mellin-Fourier (o = 8 = 2)[4], momentos de Chebychev-Fourier (o = 2,8 = 3/2)
[5], momentos pseudo-Jacobi-Fourier (o = 4,8 = 3) y los momentos de Legendre-
Fourier(a« = 8 = 1). En el 2005, Ping et al. [5] nombra a los momentos de Jacobi-
Fourier como momentos radiales genéricos y sugiere que la formulacién de momentos
radiales a través de los polinomios de Jacobi serd un beneficio en su rendimiento
y la bisqueda de un momento radial determinante, es decir, que tenga un buen
desempeiio para cualquier tipo de imdgenes. En este capitulo de tesis, se propone un
nuevo conjunto de momentos genéricos circulares de orden fraccional a partir de los
polinomios genéricos de Jacobi y ademds se obtienen diferentes familias de momentos

circulares conocidos de orden fraccional variando los valores de o y 3.

3.2. Polinomios de Jacobi

Los polinomios de Jacobi satisfacen la siguiente ecuacién diferencial de segundo

orden:
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(1- $2)%P§’ﬁ($) +[-C+a+B)z+a- B]%Pﬁ’ﬁ(azﬂ-

nln 1+ o+ APEA () = 0, 3

donde n € N. La solucién de la ecuacién diferencial satisface la siguiente condicién,

I'a+n+1)

PoA(1)y =
n (L) I'(a+ 1)n!

(3.2)

fe . . . . ..,
donde P5? (z) son los denominados polinomios de Jacobi. Con esta condicién, la
relacién entre los polinomios de Jacobi y la funcién hipergeométrica estd asociada
como,

1—=x

I 1
M2F1(—n,n+a+ﬁ+l;a+l; 5 ). (3.3)

I'(a+1)n!

Dependiendo de los valores de v 3, los polinomios de Jacobi pueden generar diferentes

Pr(a) =

familias de poliniomios conocidos, tales como: Polinomios de Chebyshev de primera
especie (a = 3 = —%), Polinomios de Chebyshev de segunda especie (« = 8 = %),
Polinomios de Chebyshev de tercera especie (a = % , B = —%), Polinomios de
Chebyshev de cuarta especie (a = —%, b= %), Polinomios de Legendre (aw = 5 = 0)
y los Polinomios ultraesféricos o Polinomios de Gegenbauer (a = ).

Los polinomios cldsicos de Jacobi se han utilizado en analisis matemédtico y
aplicaciones précticas [6, 7, 8, 9]. En particular, los polinomios de Legendre y
Chebyshev han desempenado un papel importante en métodos espectrales para
ecuaciones diferenciales parciales [10, 11, 12]. Existe un gran interés en el uso de
aproximaciones espectrales con polinomios de Jacobi, especialmente para problemas
con coeficientes degenerados o singulares. Por ejemplo, Bernardi y Maday [13]
consideraron aproximaciones espectrales utilizando los polinomios ultraesféricos en
espacios de Sobolev ponderados. Guo [14, 15, 16] desarroll6 aproximaciones de Jacobi
en ciertos espacios de Hilbert con sus aplicaciones a ecuaciones diferenciales singulares
y algunos problemas en intervalos infinitos. Recientemente, los polinomios de Jacobi
han sido modificados para ser utilizados en el andlisis de imdgenes mediante la teoria
de los momentos.

Recientemente, los polinomios desplazados de Jacobi son utilizados como kernels de

los momentos circulares para el anilisis de imédgenes, los cuales estdn definidos como,

Tnas B,7) = me,ﬁ,m (3.4)
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donde G, (a,,r) son los polinomios de Jacobi, b,(«, 3) es la constante de normal-
izacion y w(a, 3, r) es la funcién peso. Las expresiones anteriores se calculan de la sigu-

iente manera,

Gn(a,B,x) = MZ(—DS X (atnts—1) !xs (3.5)

(a+n—1I<= (n—3s)IsIT(B+s—1)
o[- (a-B+n+1)!
bn@, B) = (B+n—-1Dla+n—1)(a+2n) (3:6)
wla,f,r) =1 —=r)2Prf 14— B>-1y >0 (3.7)

donde I'(:) es la funcién gamma, o — f > —1, y f > 0. En la literatura existen,
dos definiciones diferentes de los polinomios de Jacobi Gy, (a, 8,7) y de la constante
de normalizacién b, (a, 8); la primera estd dada por Abramowitz y Stegun [17] y la
segunda estd dada por Bhatia y Wolf [18], las cuales generan cierta confusién. Sin
embargo, ambas definiciones presentan las mismas propiedades y el mismo rendimiento
descriptivo [19]. En este trabajo de tesis usamos la definicién de Bhatia y Wolf que
es usada en trabajos anteriores [20, 21]. Por otra parte, los polinomios desplazados de

Jacobi son ortogonales en el intervalo [0, 1],

1

/ (e, B,7) I (0, By 7Y = G (3.9)

0
donde 9, es la delta de Kronecker. Por otra parte, el cdlculo directo de los polinomios
de Jacobi, especialmente el cdlculo de los factoriales en las Ec.(3.5) y Ec.(3.6) aumentan
el tiempo de cémputo y solamente es preciso para factoriales menores que 21 [22].
Para resolver este problema, Upneja y Singh [20] proponen una relacién de recurrencia
libre de factoriales y de la funcién gamma. Sin embargo, contienen una errata, que
es corregida por Sdez Landete[23]. La relacién de recurrencia propuesta por Upneja y

Singh se define de la siguiente manera,

In(a, B,1) = \/(a + 2n)w(a, B,7)An Py, B,7) (3.9)

donde P, («, 3,7) se calcula mediante la siguiente relacién de recurrencia,

Pn(aa 6, T) = (Llr + L2)Pn71(a7 Ba T) + L3Pn72(aa B» ’l“) (310)

donde,
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Cn4+a—-1)2n+a—2)

L, = - nB+n—1) , (3.11)

B (n—1)(B+n—2)
Ly = (a+2n—-2)+ (B +2n—3) Ly, (3.12)
Iy — (o +2n — 4)2(a +2n —3) (3.13)

ChEL _23)(” =2 1y~ (a+2n— 4)Ls,

Los polinomios de orden cero y orden uno estdn dados por,
PO(OZ’6>T):£EZ;7 (314)
Pila, Byr) = F(I‘f(g)l) (1- O‘; L. (3.15)

Finalmente, el coeficiente A, (a, ) es calculado mediante la siguiente relacién,

B n(f+n—1)
Ap(a, B) = \/(a—l—n—l)(a—ﬁ%—n)An_l(mﬁ) (3.16)
donde la condicién inicial de A, («, 3) es dada por,

_ I'(3)

Por otra parte, Camacho-Bello et al.[22] proponen una relacién de recurrencia de
los polinomios de Jacobi mds simplificada que la propuesta de Upneja y Singh[20]. La

relacion de recurrencia estd dada por,

Dy Jp(ca, By1r) = (2r — 1 = Cy)Jp—1(a, B,7) — Dyy—1Jp—2(c, B, 1) (3.18)
donde,

 (a=1)2B-a-1)
Cn = (2n+a—1)2n+a—3) (8.19)
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Dn:\/4n(n+a—ﬂ)(n+ﬁ—1)(n+a—1)

2n+a—-122n+a)2n+a—2) (3:20)
donde los valores iniciales de J,,(«, 8,7) estdan dados por,
w(a, B,r)
Jola, B, 1) = _— 3.21
0( B ) b(](Oé,B) ( )
a+2 a+1
BaBr) = Jola gy [ LSBT @EL, (322

a—0p+1" B

Los primeros 3 polinomios de Jacobi para diferentes valores de o y 5 se muestran
en las Tablas 3.1-3.3.

Jo(a, Byr) | 1
Ji(o, B,7) | V3(2r — 1)
Ja(a, B,1) | 5(V45(2r — 1) — V/5)

Tabla 3.1: Polinomios de Jacobi cuando a = = 1.

JO(aaﬁa T) \/ﬂ
Ji(e, B,7) | /r(6r —4)
To(, B,) | /E((2r — 16/15)(30r — 20) — 10/3)

Tabla 3.2: Polinomios de Jacobi cuando o« =4 = 2.

Jol B,r) | izl —r?)
i, B,r) | A=(r—r?)i(ar —2)
Ja(a, Br) | Sa=(r —r?)i((4r —2)? = 1)

Tabla 3.3: Polinomios de Jacobi cuando o =2,8=3/2.
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En la Fig. 3.1 se muestra la comparacién del tiempo de cémputo de la relacién de
recurrencia de Camacho-Bello et al.[22] y la propuesta por Upneja y Singh[20] para

los polinomios de Jacobi.

] —— Upneja y Singh [s7]
6.0 - —=— Camacho-Bello et al.[s6]

Tiempo (s)

00 bt 77—
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

n

Figura 3.1: Comparacién del tiempo de cémputo de la relacién de recurrencia de
Camacho-Bello et al con la propuesta por Upneja y Singh de los polinomios desplazados
de Jacobi con diferentes 6rdenes n y Ar = 1/100000.

3.3. Polinomios ortogonales radiales sustituidos y pesa-
dos de Jacobi

A partir de los polinomios ortogonales clésicos, se pueden generan dos tipos de
polinomios ortogonales radiales: los polinomios ortogonales radiales pesados y los
polinomios ortogonales radiales substituidos. Bin Xiao et al.[24], demuestran que los
polinomios substituidos utilizados como kernel de los momentos ortogonales circulares
tienen un mejor rendimiento que la definicién basada en polinomios pesados para los
momentos de Legendre-Fourier. La diferencia de los polinomios ortogonales radiales
pesados y los polinomios ortogonales radiales sustituidos depende de la forma de cémo
se define la parte radial de los momentos, es decir, los polinomios ortogonales junto con
el Jacobiano que es introducido por el cambio de variable de coordenadas cartesianas
a coordenadas polares para cumplir la condicién de ortogonalidad. En trabajos previos
(19,22, 23,21, 20, 25], utilizan los polinomios ortogonales radiales pesados, definidos de

la siguiente manera,
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J(ov, B,r) = J"(Ojﬂm r#£0 (3.23)

Tal que, la condicién de ortogonalidad de la Ec. (3.8) se reescribe como,

1 1
[t 8.0) Tl poryrdr = [ (e 8.7 dnlr, o) = (3.24)

0 0
Lema 2: La relacion de recurrencia de los polinomios radiales pesados de Jacobi

estd definida por,

Tn(c, B,1) = (21 =1 = Cp)Jp-1(ev, B,7) = Dyp—1Jn—2(cx, B,7) (3.25)

donde D,, y C, se calculan mediante las Ec. (3.19) y Ec. (3.20). y los valores

iniciales estdn dados por,

Tolas ) = m (3.26)

(a+2)8 a+1

a—/3+1< Z r—1) (3.27)

T, Byr) = Jola,B,r)

Los primeros 3 polinomios de Jacobi pesados para diferentes valores de o'y 5 se

muestran en las Tablas 3.4-3.6.

Jola, 8,7) | /2
Ji(a,B,r) | (/3 - 1)
JQ(a7 B, T) 2\1/;(\/475(27' - 1)2 - \/5)

Tabla 3.4: Polinomios de Jacobi pesados cuando o =8 = 1.

JO(aaﬁa T) ﬂ
Ji(a, Br) | (6r —1)
To(a, B, 7) \/g((m» —16/15)(30r — 20) — 10/3)

Tabla 3.5: Polinomios de Jacobi pesados cuando o = 3 = 2.
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

Joa, B,1) | A=(r — %)
Ti(a, B,7) | —A=(r —r?)i(4r —2)
Ta(a, B,r) | =(r—r?)i((4r —2)* — 1)

Tabla 3.6: Polinomios de Jacobi pesados cuando o =2, 5 = 3/2.

Por otra parte, con la ayuda de los polinomios de Jacobi, se puede obtener los

polinomios radiales substituidos de Jacobi mediante la siguiente relacion,

T, B,7) = V2Jn(a, B, 72) (3.28)

Teorema 1: Los polinomios radiales sustituidos de Jacobi son ortogonales en el
intervalo [0,1],

1
/jn(a, B, r)jm(a, Byr)rdr = dpm (3.29)
0

Prueba: Sustituyendo la Ec.(3.28) en la Ec. (3.29), y con la ayuda de la Ec. (3.8),

se tiene,

1
/jn(a7 B, ’l")jm(Oé, B, T)Td"" = \/§Jn(aa B, 7“2)\/§Jm(a, B, TQ)TdT
0
In(a, B, TQ)Jm(Oé, B, r2)2rdr

In(a, B, 7"2)Jm(a, B, 7"2)d7'2

In(a, By1)dm (e, B, 7)dr

O O O o~ _

- 6nm

Lema 2: La relacion de recurrencia de los polinomios radiales sustituidos de Jacobi

estd dado por,

Dnjn(aa B, T) = (272 —-1- Cn)jnfl(aa 5, 7") - anljan(aa 67 T) (3'30)

donde D,, y C), se calculan mediante las Ec. (3.19) y Ec. (3.20). Los valores iniciales

estdn dados por,
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

~ w(a, 8,12
Jo(e, B,r) = W (3.31)
(a+2)p ,a+ 17~2 1) (3.32)

ji(Oé,ﬁ,T’) = %(O&,ﬁ,?") Oé—ﬁ—i-l( B

Los primeros 3 polinomios de Jacobi sustituidos para diferentes valores de v y 8

se muestran en las Tablas 3.7-3.9.

JO(O‘7/37T) \@
Ji(o, B,7) | V6(2r2 —1)
Jo(e, B,) | 3(v/90(2r — 1)* —/10)

Tabla 3.7: Polinomios de Jacobi sustituidos cuando o = g = 1.

Jo(a, B,r) | 2r
Ji(a, B,7) | V2(6r% — 4)
Jo(a,B,7) | \/5((2r® = 16r/15)(30r — 20r) — 10/3)

Tabla 3.8: Polinomios de Jacobi sustituidos cuando @ = 8 = 2.

Jo(r, B,7) \/?(r—r) (447’—2) — 1)

Tabla 3.9: Polinomios de Jacobi sustituidos cuando o =2, § = 3/2.

Prueba: Al multiplicar v/2 por Ec. (3.18) y reemplazando r — 72, y utilizando la

Ec. (3.28), se tiene que,

DpV2Jp (e, B,72) = (2r2 — 1 — C)V2Ju-1(a, B,7%) — D1V 25 2(a, B,77)

( 67 ) ( r —1—Cn)jn_1(a,,8,7’)—Dn_ljn_g(a,ﬁ,r)
En las Fig. (3.2), Fig. (3.3) y Fig. (3.4) se muestran las diferentes definiciones de los

polinomios de Jacobi.
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Figura 3.2: Gréficas de las diferentes formas de los polinomios de Jacobi con
a=f=1: (a) Polinomios cldsicos de Jacobi (Polinomios de Legendre), (b) Polinomios
pesados radiales de Jacobi (Polinomios pesados radiales de Legendre), (c¢) Polinomios
sustituidos radiales de Jacobi (Polinomios sustituidos radiales de Legendre).
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Figura 3.3: Gréficas de las diferentes formas de los polinomios de Jacobi con a=F=2:
(a) Polinomios clédsicos de Jacobi (Polinomios de Mellin), (b) Polinomios pesados
radiales de Jacobi (Polinomios pesados radiales de Mellin), (c¢) Polinomios sustituidos
radiales de Jacobi (Polinomios substituidos radiales de Mellin).
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Figura 3.4: Graficas de las diferentes formas de los polinomios de Jacobi con
a=2,0=3/2: (a) Polinomios cldsicos de Jacobi (Polinomios de Chebychev), (b)
Polinomios pesados radiales de Jacobi (Polinomios pesados radiales de Chebychev),
(c) Polinomios substituidos radiales de Jacobi (Polinomios sustituidos radiales de
Chebychev).
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

En las Figs.3.2-3.4 se pueden visualizar las diferentes definiciones de los polinomios
de Jacobi con diferentes valores de o y 5. En donde se puede apreciar que en las gréficas
de los polinomios genéricos de Jacobi (Fig.3.2a, Fig.3.3a, y la Fig.3.4a) los ceros del
polinomio estdn distribuidos a lo largo del eje radial. Por otra parte cuando r tiende a
cero los polinomios de Jacobi pesados tienden a infinito. Finalmente, los resultados de
la Fig.3.2a son similares a los de la Fig.3.2¢, con la diferencia de que, estos se desplazan
hacia la derecha, asimismo la Fig.3.3a comparada con la Fig.3.3c y las Fig.3.4a con la

Fig.3.4c presentan el mismo comportamiento.
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

3.4. Polinomios de Jacobi de orden fraccional

A.H.Bhrawy y M.A.Zaky [26] proponen los polinomios ortogonales desplazados de
Jacobi de orden fraccional basados en los polinomios desplazados de Jacobi, a partir de
una nueva férmula que expresa explicitamente cualquier derivada de orden fraccional,
en términos de los polinomios ortogonales desplazados de Jacobi de orden fraccional,
que permite resolver de forma directa las ecuaciones diferenciales fraccionales lineales
y no lineales de tipo Caputo utilizando, el método de Jacobi Tau desplazado de
orden fraccional y método de colocacién de Jacobi de orden fraccional desplazado.
Ademsds, utilizaron métodos espectrales basados en los polinomios de Jacobi de orden
fraccional para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales de
orden fraccional. También, son utilizadas para resolver ecuaciones diferenciales de
orden fraccional, tales como; la ecuacién diferencial fraccional de Riccati y la ecuacién
no homogénea de Bagley-Torvik.

Recientemente los polinomios ortogonales de orden fraccional han sido utilizados
para el andlisis de imdgenes. Bin Xiao [24] propone los momentos desplazados de
Legendre de orden fraccional y los momentos de Legendre-Fourier para la extraccién
de caracteristicas de una regién de interés y para el reconocimiento de rostros. Por
otra parte, J. Yang et al. [27] proponen los momentos de Zernike de orden fraccional
invariantes a la rotacién y robustos al ruido. Al mismo tiempo H. Zhang et al. [28]
definen a los momentos Mellin-Fourier de orden fraccional para el reconocimiento de
patrones y a su vez proponen una relacién de recurrencia para reducir el tiempo de
céomputo y mejorar la estabilidad numérica de los momentos de Mellin-Fourier de orden
fraccional. Los momentos definidos por H. Zhang et al. tienen una mejor capacidad
descriptiva y son maés robustos al ruido, especialmente en imagenes de menor tamano.

En este trabajo de tesis se proponen utilizar como kernels los polinomios

desplazados de Jacobi sustituidos y pesados que estan definidos de la siguiente manera,
Pi(a, 8,7,7) = r" ala, ,17) (3.33)

ﬁﬁ(a,ﬁ,%r) = ﬁr”iljn(a,ﬁ, r7) (3.34)
donde v > 0, n y n es el orden fraccional de los polinomios dado por y(n+ 1) — 1. En
el Teorema 1 se muestra la condicién de ortogonalidad de los polinomios desplazados
de Jacobi sustituidos y pesados.

Teorema 1: Los polinomios radiales sustituidos y pesados de Jacobi de orden
fraccional son ortogonales en el intervalo [0,1], y cumplen las siguientes condiciones

de ortogonalidad.
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

1 ~ ~
/ Pﬁ(a75777r)Pﬁl(O‘wB/%T)rdr = (571771 (335)
0

1
/ Pﬁ(OZ?Ba’ya’r) m(aaﬁf%r)?"dr = 5?7,7?1 (336)
0

Prueba: Para los polinomios desplazados de orden fraccional de Jacobi sustituidos
se demuestra sustituyendo la Ec.(3.33) en la Ec.(3.35), y simplificando de la siguiente

manera,

1 - 1 . .
/ Pr(a, B,7,7)Pa(a, By, r)rdr = / VAT (e, B, ) yArT T (e, B, )rdr
0 0

1 o~
= / 77’27*1Jn(a, By ") I (e, B, 77 )dr
0

1 o~
- / T By 1) T, By 171
0

1
- / Jn(a7ﬂ7r7)Jm(a757T7)r7dr7
0

= /1 In(ct, By1) I (v, By r)rdr
0

= Omm

Para demostrar la condicién de ortogonalidad de los polinomios desplazados de
Jacobi pesados se realiza el procedimiento anterior.
Lema 1. La relacién de recurrencia de los polinomios desplazados de Jacobi

pesados de orden fraccional (PJPOF) estd dada por,

Dnﬁﬁ(a> Ba 7> 7") = (QTW —-1- Cn)ﬁﬁ—l(aa ﬁa Vs T) - anlﬁﬁ—Q(aa Ba 7> 7") (337)

donde los valores iniciales de ﬁﬁ(a, B,7,r7) estdn dados por,

w(a, B,r7)

Polo, B,v,7) = Wﬁr%l (3.38)
R L R e AR VN CX )
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

Los primeros 3 polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional para diferentes

valores de o y § se muestran en las Tablas 3.10-3.12.

~ —2
JO(aalg7’77T) \/’VT’YT

~ —2

T, B,7,7) | V3yr'z (2rY —1)

oo, B,7,7) | (VB (2 — 1) — \/57)

Tabla 3.10: Polinomios de Jacobi pesados orden fraccional cuando a = § = 1.

J()(Oé,ﬁ,’)’,r) \/ﬂr’yil
Jl(aaﬁvﬂyﬂ/‘) \/5(67427_1 — 47{Y_1)
To(ct, B, 7, 7) \/gw—l((w —16/15)(30r7 — 20) — 10/3)

Tabla 3.11: Polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional cuando o = § = 2.

Jo(ew, B,y,m) | /2
Ji(e, B,7,7m) | /2
To(ct, B,7,7) | /22031 — r2)a (47 — 2)% — 1)

Tabla 3.12: Polinomios de Jacobi de orden fraccional cuando o =2, 8 = 3/2.

Prueba: Multiplicando ﬁr7_1 por Ec. (3.25) y reemplazando r — 77, y utilizando
la Ec. (3.34), se obtiene,

Dp/Ar (e, B,r7) = (217 — 1= Co) A" n1(a, B,77) = Dy 1/ArY a(er, B,17)

Dnﬁﬁ(a,ﬁ,’}/ﬂ") = (QT”Y—1—Cn)Pﬁ,1(Of,5,’}/,’T’)—Dn_lﬁﬁ,Q(a,IB,’Y,T)

Lema2: La relacién de recurrencia de los polinomios desplazados de Jacobi

sustituidos de orden fraccional (PJSOF) esta definida por,

Dnﬁﬁ(av ﬁa e T) = (27’2’Y -1- Cn)ﬁﬁ—l(av ﬁa e T) - anlﬁﬁ—Q(av Bv v T) (340)

donde los valores iniciales de ﬁﬁ (a, B,7,77) se definen por,

~ 2
Pola.Bosr) = Wﬁw—l (3.41)
Bila.Bonr) = BolosBoyar)y 2B @ oy gy (3

a—pf+1" B
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den fraccional

Los primeros 3 polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional para diferentes

valores de a y 3, se muestran en las siguientes Tablas 3.13-3.15.

Jo(Ot, /6777 T)

Jl(aaﬁﬁ’r)

VB (2r? — 1)

JZ(amB7’77T)

L0y (2r? — 1) — /I09)

Tabla 3.13: Polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional cuando o =8 = 1.

JO(O‘7577’T) 2\/’7"27_:L
Ji(a, B,7,7) | V2y(6r*7 — 4)r !

T, B,7,) | /32128 — 16/15)(18r%7 — 12) - 2)

Tabla 3.14: Polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional cuando a = 5 = 2.

Jo(a, B,7,7) | 44/ 22 (1 = r2)igr-!
Ji(e, Byy,r) | /211 i
Ja(a, B,7,m) | 4/

Tabla 3.15: Polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional cuando o =2, 5 = 3/2.

Prueba: Al multiplicar ﬁﬂfl por Ec. (3.30) y reemplazando 72 — ¥y

utilizando la Ec. (3.33), se tiene que,

Dnﬂﬂ_ljn(a, B,r7) = (27"27 -1- Cn)ﬁrw_ljn,l(oz,ﬁ,ﬂ) — Dn,lﬁﬂ_ljn,g(a,ﬁ,r"’)
Dnﬁﬁ(aa B, v r) = (27‘27 -1- Cn)f)ﬁ—l(aa /8777 T) - anlﬁﬁ—Q(av Ba v, T‘)

En las Figs. (3.5-3.10) se muestran las diferentes definiciones de los polinomios de

Jacobi de orden fraccional.
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Figura 3.5: Gréficas de los polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con a=f=1 y con diferentes valores de ~.
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Figura 3.6: Gréficas de los polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con a=0F=2 y con diferentes valores de ~.
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Figura 3.7: Gréficas de los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con a=0=1 y con diferentes valores de ~.
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Figura 3.8: Gréficas de los polinomios de Jacobi sustituidos de orden fraccional de los

primeros cuatro ordenes: con a=2, 5=3/2 y con diferentes valores de ~.
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Figura 3.9: Gréficas de los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con a=F=2 y con diferentes valores de ~.
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Figura 3.10: Gréficas de los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional de los
primeros cuatro ordenes: con a=2, $=3/2 y con diferentes valores de ~.
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3. Polinomios genéricos de orden fraccional

3.5. Relacion de los polinomios ortogonales de Jacobi
desplazados de orden fraccional con otros polinomios

ortogonales.

Ping et al.[25] fue el primero en utilizar los polinomios ortogonales de Jacobi
desplazados como kernel de los momentos radiales, los cuales tiene la habilidad de
generar diferentes familias de polinomios ortogonales variando los pardmetros a y S.
En esta seccién se presenta la relacién que tienen los polinomios desplazados de Jacobi
de orden fraccional con otras familias de polinomios ortogonales. Por ejemplo, cuando
a = = 1 se obtienen los polinomios de Legendre de orden fraccional, para a = 2
y 8 = 3/2 se obtienen los polinomios de Chebychev de orden fraccional y cuando

a = 8 = 2 se obtiene los polinomios de Mellin de orden fraccional.

3.5.1. Polinomios de Legendre de orden fraccional

La representacion radial de los polinomios de Legendre de orden fraccional estd
dividida en dos conjuntos de polinomios de orden fraccional:

Bin Xiao [24] propone la relacién de recurrencia de los polinomios de Legendre
pesados de orden fraccional (PLPOF), los cuales pueden ser obtenidos a partir de los

PJPOF cuando @ = 8 = 1, la relacién de recurrencia estd dada por,

~

P,(1,1,7,7) = Ly(7,7) = (2r" = 1)Lyp_1(7v,7) = Dn—1Ln_2(v,7))/Dn,  (3.43)

donde,
Dyp= (3.44)
4n2? — 1
Los valores iniciales estdan dados por,
Eo(’y, r) = \Fyr%i (3.45)
Ly(y,r) = Lo(7,m)V3(2r7 — 1) (3.46)

Por otra parte, la relacién de recurrencia que define a los polinomios de Legendre

sustituidos de orden fraccional (PLSOF) esta dada por,

Py(1,1,7,7) = Lp(7,7) = ((2r* = DLn_1(7,7) = Dp_1Ln_2(7,7))/Dy  (3.47)

donde los valores iniciales de Eﬁ(v, r) se definen por,
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Lo(y,r) = /2700 (3.48)

Li(vy,r) = V3(2r*" —1)Lo(v, 1) (3.49)

3.5.2. Polinomios de Mellin de orden fraccional

H. Zhang et al. [28] propone una relacién de recurrencia para los polinomios de
Mellin de orden fraccional (PMPOF), los cuales pueden ser obtenidos mediante la
relacion de recurrencia de los PJPOF cuando o« = 8 = 2. La relacion de recurrencia
para los PMPOF est4 definida por,

~ — ~

Pﬁ(zv 2777T) = Mﬁ(’)/ﬂn) = ((27;}' -1- Cn)Pﬁ—l(ry?r) - Dn—lﬁﬁ—2(77r))/Dn (350)

donde,
Cpm — (3.51)
"odAn2 — 1’ '
n(n+ 1)
D,=~Y—~ "2 .52
2n+1 (3:52)

Los valores iniciales estdn dados por,
Mo(y,r) = /2y 177, (3.53)

M (y,7) = Mo(y,)V2(3r" = 2). (3.54)

Asimismo, los polinomios de Mellin sustituidos de orden fraccional (PMSOF) se definen

mediante la siguiente relacién de recurrencia,

P2(2,2,7,7) = Mz(y,7) = ((2r*" =1 = Cp)Ms_1(7,7) — Dn_1Mz_5(v,7))/Dn (3.55)
donde los valores iniciales estdn dados por,

My(y,7) = 24771, (3.56)

My (y,7) = Mo(v,r)V2(3r% —2). (3.57)

Horlando Vargas Vargas UPT 61



3. Polinomios genéricos de orden fraccional

3.5.3. Polinomios de Chebychev de orden fraccional

En este trabajo de tesis se proponen los momentos de Chebychev de orden
fraccional a partir del kernel radial de los momentos de Chebychev-Fourier propuestos
por Ping et al. [5], los cuales estén relacionados con los polinomios de Jacobi de orden
fraccional cuando @ = 2 y 8 = 3/2. La representacién radial de los polinomios de
Chebychev de orden fraccional se encuentran divididos en dos conjuntos de polinomios
de orden fraccional:

La relacién de recurrencia de los polinomios Chebychev pesados de orden fraccional
(PCHPOF), se obtienen a través de los PJPOF cuando o =2y = 3/2, la relacién
de recurrencia para los PCHPOF estd dada por,

Pu(2,3/2,7,7) = Cul7,7) = 227" = 1)Coa(7,7) = Coa(v,7) (3.58)

Los valores iniciales de aﬁ(% r) estan dados por,

60(7,7*) = %((1 — 7'7)7’7)%7”*1, (3.59)
Ci(v,7) = Co(y, r)(4r" — 2). (3.60)

De la misma forma, los polinomios de Chebychev sustituidos de orden fraccional

(PCHSOF) se definen mediante la siguiente relacién de recurrencia,

ﬁﬁ(Qv 3/2a s T) - 677(’77 T) - 2(27,.27 - 1)5%71(7’ 71) - 5%72(7, 71) (361)

teniendo como valores iniciales,

Col(v,7) = 4 'Vﬂﬁu _p2ryht (3.62)
Ci(v,7) = Co(y,7)(4r> — 2). (3.63)
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3.6. Conclusiones

A través de los polinomios de Jacobi de orden fraccional se pueden generar
diferentes familias de polinomios radiales de orden fraccional variando el valor de
a y B. Lo que permitié plantear las relaciones de recurrencia para los polinomios
de Legendre de orden fraccional cuando o« = 8 = 1, los polinomios de Chebychev
de orden fraccional para o = 2 y 8 = 3/2 y la relacién de recurrencia para los
polinomios de Mellin de orden fraccional cuando o = 3 = 2, en las Figs. (3.5-3.10) se
puede observar el comportamiento de las funciones de cada familia de polinomios con
diferentes valores de . Los polinomios definidos en este capitulo son utilizados como

kernel de los momentos ortogonales de orden fraccional.
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Capitulo 4

Momentos circulares en pixeles

polares

4.1. Introduccién

En la literatura existen varios trabajos que muestran diferentes métodos para
el computo de los momentos radiales. Xin Y. et al.[1], proponen un método para
el cédlculo de los momentos radiales, con una alta precisién numérica. Este método
se basa en un arreglo de pixeles polares, en el cual se mapea la imagen original a
un esquema de pixeles polares mediente la interpolacién biciibica de tercer orden
propuesta por Keys[2], la cual reduce el error geométrico y el error de integracién
numérica que se encuentran presentes en los métodos convencionales basados en
coordenadas cartesianas. El error en el cdlculo de los momentos radiales a través de
la Ec. (2.33) se debe al uso de coordenadas cartesianas, ya que las imdgenes digitales
son representadas en pixeles cuadrados. Es intuitivo que el error geométrico puede ser
evitado mediante el uso de pixeles polares, cuyas dreas se suman a la del disco unitario.
Ademsds, podemos utilizar un método analitico para la integracién del computo de los
momentos radiales en vez de aproximaciones numéricas.

En esta seccién se presenta el esquema de pixeles polares propuesto por Xin Y. et
al.[1] para el cdlculo de los momentos radiales en coordenadas polares. El algoritmo
reduce significativamente el error de integracién numeérica y el error geométrico. Esta
propuesta es utilizada en este trabajo de tesis para el computo de los momentos de

Jacobi-Fourier de orden fraccional.
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4.2. Esquema de pixeles polares

La propuesta de Xin Y. et al.[1] plantea que el esquema de pixeles polares se debe
de considerar lo siguiente:

1) El tamano de pixeles polares no debe ser mayor que el de los pixeles
cartesianos, de modo que la resolucién de la imagen digital debe ser mantenida.

2) Los pixeles polares deben ser lo méas cuadrados que sea posible, es decir, la
longitud de los bordes de un sector deben estar lo suficientemente cerca para que la
distorsién de la imagen pueden mantenerse a un nivel bajo.

3) El esquema de pixeles polares debe ser tan regular como sea posible, para
facilitar su almacenamiento y cdlculo.

Siguiendo lo anterior, se propone un esquema de pixeles polares como se ilustra
en la Fig (4.1). en donde el disco unitario del esquema de pixeles polares se divide
uniformemente en U secciones a lo largo de la direccién radial, con una distancia
radial de r, = {7 donde u = 1....U. La cantidad de pixeles polares en el anillo es
Su = (2u — 1)V que comienzan desde el origen, con éngulos de 6y, = =127 4onde

S,
v=1..5, vy V es el nimero de sectores que estdn en el primer anillo.

Figura 4.1: Configuracién de pixeles polares.
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™

vUz:
de U y V se deben de configurar de la mejor manera, ya que cuando el valor de VU? es

Los valores

El disco unitario estéd dividido en VU2, cada uno tiene un area de

pequeno se obtiene una ventaja en el cdlculo y en la aplicacién, pero puede representar
desigualdad de la informacién. Ademds, un valor grande de VU? es adecuado para
la representacién de la imagen, sin embargo implica una pesada carga de trabajo.
En la préctica, Xin Y. et al.[1] recomienda un valor de V.=4y N/2 < U < N
para una imagen de N x N. Por otra parte, una imagen digital se define por un
conjunto de pixeles cartesianos, por lo que se puede observar que las ubicaciones de
los pixeles cartesianos no coinciden con los pixeles polares. Por lo tanto, se deriva una
contraparte polar de una imagen cartesiana antes de calcular los momentos radiales.
Para solucionar este problema se utiliza la interpolacién bictibica de tercer orden
introducido por Keys[2]. La interpolacién bictbica es una técnica para el remuestreo

de datos discretos, donde su kernel de interpolacién estd dada por,

2 = 3|z|? + 1 0<lz|<1
w(z) =4 —LaP+ 32 —4a|+2 0<|z| <2 (4.1)
0 2 < |zl

La funcién de interpolacién biciibica de dos dimensiones, estd dada por,

R k+2 1+2
Frubuw) = > Y fli, Huk — i)u(l — i) (4.2)
i=k—1j=k—1

o~

donde f(ryy,0uv») €s una aproximacién de la funcién f(r;;,6;;) v u es el kernel de
interpolacién bictibica, k = (N/2)ry, cosbyy + (N/2) + 1Ly I = (N/2)ryysin by, +
(N/2)+1. En la Fig (4.2). se muestra la imagen del logo de la UPT y su representacion

en pixeles polares.
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IVERSID4

?oﬂﬂ.uuch TULAHC;HO'?

(a) (b)

Figura 4.2: Imagen del logo de la UPT en coordenadas polares (a) y en su forma
cartesiana (b).

4.3. Cémputo de momentos circulares en pixeles polares

Una vez planteado el esquema de pixeles polares para una imagen digital, se vuelve
a escribir la definicién de los momentos radiales en su forma equivalente, basada en el

esquema, de pixeles polares,

2n—1)V
f(ru’l)y 9uv>wnm (Tuueuv) (43)

v=1

U (
G =D
u=1

donde f(ryuy, Ouy) es definido sobre un conjunto de sectores concéntricos €y, y el factor

Wrm (Tuw, Ouw) que estd dado por,

Wom (Tuw,Ouw) = // Ay (1) exp(jm0)rdrdf (4.4)

Q’U/U

7‘7(“)) 91(1612
= An(r)'r’dr/ exp(jmé)do
ri) 0%

= Il X _[2
donde A, (7) es el polinomio radial ortogonal base, r&sv) y rfﬁ,) denotan los radios inicial
y final del sector §2,,,, mientras que Hq(fg y 49&63 denotan los dngulo iniciales y final del

sector {1y, como se muestra en la Fig. (4.3).
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(565) (1)

68 (r05)

uv;

Figura 4.3: Sector concéntrico €2, la cual representa un pixel polar para (7, 0uy),
donde 7y = (r$) +7$0)/2 y O = (05 + 652) /2.

Con el método propuesto por Xin et al.[1] se incrementa la exactitud del cémputo
de los momentos radiales, sin embargo el cdlculo de la integral mediante los coeficientes
de los polinomios ortogonales genera inestabilidad numérica para altos 6rdenes. Por
tal motivo se proponen diferentes métodos para el cédlculo de la integral I1[3, 4, 5]. En
este trabajo de tesis, se utiliza la regla del trapezoide que es una de las més utilizadas,

la cual estd definida de la siguiente manera,

(s) (e)y n-l
[ [f(m) + f(ric) (4.5)

5 + > f(r) + kh)

k=1

(s)
donde h = w y n es el nimero de divisiones por seccién. La integral de la

exponencial compleja estd dada por,

© _ o(s) (4.6)

uwo — Vv, m =0

; { %[exp( jmﬁ( )) —exp(— jm@uv)] m # 0 }
2 = )
0

4.4. Momentos de Jacobi-Fourier de orden fraccional en
pixeles polares
La expresién general para los Momentos de Jacobi-Fourier de orden fraccional

(MJFOF) de orden n y repeticién m para una funcién imagen f(r, ) en coordenadas

polares estd dada por,
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= /% /1 f(r,0)By(r,0)rdrdd (4.7)
o Jo

donde By,(r,0) es la funcién kernel separable, la cual consiste en el producto de dos
funciones: ﬁﬁ(a,ﬁ,'y,r) (PJPOF) 6 Igﬁ(a,ﬁ,’y,r) (PJSOF) expresada como,

. ﬁﬁ(aa/@’f%r)
By(r,0) = { B (e 1) } (4.8)

4.4.1. Reconstrucciéon de imdgenes

La reconstrucciéon de una imagen puede ayudar a determinar qué tan bien una
imagen puede ser caracterizada por sus momentos. De acuerdo con la literatura una
imagen digital f(z,y) puede ser reconstruida por un nimero infinito de momentos

ortogonales [4]. La distribucién discreta de una imagen reconstruida estd dada por,

Z Z ¢nm { S B7’y, ; }exp(—jm&) (4'9)

n=0m=0 O‘ﬂa'%

donde f(r,a) es la imagen reconstruida de f(r,6) y L es el orden méximo de los

MJFOF, que se utilizan para la reconstrucciéon de la imagen de prueba Fig 4.4.

Figura 4.4: Imagen de prueba en escala de grises “Cameraman” de tamafio 512 x 512
pixeles utilizada para el computo de los MJFOF.
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Los MJFOF son una expresiéon genérica para generar diferentes conjuntos de
momentos ortogonales, en este trabajo de tesis se hacen una comparaciéon de
la reconstruccién de la imagen de prueba con diferentes conjuntos de momentos
ortogonales como son; los momentos de Legendre-Fourier de orden fraccional, los
momentos de Mellin-Fourier de orden fraccional y los momentos de Chebychev-Fourier,
utilizando como kernel los polinomios sustituidos y pesados de orden fraccional como
kernel planteados en el epigrafe 3.5. En las Figs.4.5-4.28 se muestran los resultados
obtenidos con diferentes valores de v de la reconstruccién de la imagen de prueba con
los momentos ortogonales de orden fraccional utilizando un esquema de pixeles polares

planteado en la seccién anterior.
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Figura 4.5: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 0,5.

Figura 4.6: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1.
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Figura 4.7: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1,5.

Figura 4.8: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 2.
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190

Figura 4.9: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 0,5.

Figura 4.10: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1.
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Figura 4.11: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 1,5.

Figura 4.12: Resultados obtenidos de la reconstruccién de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 2.
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Figura 4.13: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 0,5.

=100

Figura 4.14: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1.
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Figura 4.15: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1,5.

Figura 4.16: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 2.

Horlando Vargas Vargas UPT 79



4. Momentos circulares en pixeles polares

Figura 4.17: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 0,5.

X "’ e
L=90

Figura 4.18: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1.
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Figura 4.19: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1,5.

Figura 4.20: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Mellin-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando un
esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 2.
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Figura 4.21: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 0,5.

Figura 4.22: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 2.
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Figura 4.23: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 1,5.

Figura 4.24: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier pesados de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1.

Horlando Vargas Vargas UPT 83



4. Momentos circulares en pixeles polares

‘@
L=100

Figura 4.25: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 0,5.

Figura 4.26: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 1.
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Figura 4.27: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L. y con un valor de v = 1,5.

L=60

Figura 4.28: Resultados obtenidos de la reconstrucciéon de la imagen “Cameraman”
usando los momentos de Chebychev-Fourier sustituidos de orden fraccional, utilizando
un esquema de pixeles polares para distintos ordenes L y con un valor de v = 2.

4.4.2. EFError de reconstruccion

Para medir el desempenio de los MJFOF se utiliza el error de reconstruccién
normalizado conocido como NIRE por sus siglas en inglés en coordenadas polares,
el cual es calculado mediante el error cuadratico medio normalizado de la imagen

original f(r,0) y la imagen reconstruida f(r,#). La definicién discreta estd dada por,
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Los resultados NIRE para los diferentes conjuntos de momentos ortogonales de

orden fraccional con diferentes valores de v se muestran en la Fig. 4.29,
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Figura 4.29: Error de reconstruccién NIRE de la imagen de “Cameraman” de tamano
128 x 128 pixeles con un orden méaximo L = 20 para diferentes valores de 7. para cada
conjunto de los momentos ortogonales de orden fraccional.

En la Fig. 4.29, los momentos pesados de orden fraccional tiene un mejor desempeno
cuando el valor de ~ estd en el intervalo de 1 a 3.5 , mientras que los momentos

sustituidos son mejores en un intervalo de 0 a 1.
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4.5. Seleccién del parametro 7.

La gréfica del error de reconstruccién NIRE de la Fig. 4.29, es una funcién unimodal
ya que tiene un solo punto minimo. En este trabajo de tesis, se utiliza el método seccién
dorada para encontrar el valor 6ptimo de ~. El método consiste en encontrar el punto
minimo o méximo de una funcién unimodal, mediante anidamiento. El nombre se
deriva del hecho que mantiene los valores de la funcién en distintas posiciones cuyas
distancias constituyen la proporcién durea, 1.618 [6]. El método comienza con dos
valores iniciales, x; y z,, que contiene extremos de la funcién f(x). Después, se eligen
dos puntos interiores x; y x2 de acuerdo con la razén dorada (1,618); d = 1,618(xz,,—x;),
r1 =x;+dy xo = x, — d. Posteriormente, se evalia la funcién en los dos puntos
interiores, si f(x1) < f(z2) entonces x; = xo; e = x1 y 1 = x; + d, pero si f(xg) <
f(z1) por lo que x,, = x1;x1 = x2 ¥y 2 = x,, + d. El Algoritmo 1, muestra la biisqueda
de seccién dorada para encontrar el valor 6ptimo de «. Por otra parte, en la Fig. 4.30
se muestran los valores éptimos de « para cada conjunto de momentos ortogonales de

orden fraccional, que corresponden a los valores encontrados en el Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Algoritmo de busqueda de seccion dorada para encontrar el

valor dptimo de 7.

1: @« @

2: 7« 0,001

3:a+ 0,1

4: b+— 35
5:c—a+(b—a)p

6: d—b—(b—a)p

7. fe = NIRE(I,n,c)

8: fi— NIRE(I,n,d)

9: while |b—a| > 7(|c| + |d|) do
10:  if fo < fq then

11: b—d

12: d«—c

13: v —c

14 c—a+(b—a)
15: fa < fe

16: fe«— NIRE(I,n,c)
17:  else

18: a < cC

19: c—d

20: v —d

21: d—b—(b—a)p
22: fe— fa

23 f4— NIRE(I,n,d)
24: endif

25: end while
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V' NIRE

MLFPOF 1.6007 0.026793063153121

MLFSOF  0.80008 0.026793065971719

MMFPOF  1.2368  0.026596448793641

MMFSOF 0.61838  0.026596448111538

MCFPOF 1.3079  0.026582836064989

MCFSOF  0.65409  0.026582836044855

Figura 4.30: Valor 6ptimo de « para la imagen de “Cameraman” de tamano 128 x 128
pixeles y orden maximo L = 20 para diferentes momentos de orden fraccional.

Una de las propiedades mds importantes de los momentos circulares es la
invariancia a la escala y a la rotacién. Teéricamente, el valor éptimo de v es el mismo
para cualquier cambio de escala y rotacién de una funcién imagen. Sin embargo, puede
haber alguna variacién debido a la pérdida de informacién en la imagen original o la
inestabilidad numérica de los momentos circulares de orden fraccional. Para probar la
invariancia a la rotacién y escala del valor de v dentro de los momentos ortogonales de
orden fraccional se utiliza la imagen de “Cameraman” con un éngulo de rotacién de 0°-
90°, con incrementos de 3, de igual forma se modificé el tamarnio de la imagen de prueba
con cambios de escala de 0 a 1.5, esto con la finalidad de observar el comportamiento
del valor de v a cambios de escala y a rotacién. Los resultados se presentan en las Figs.
4.31 y 4.32.
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Figura 4.31: Valor 6ptimo de « para la imagen de “Cameraman” de tamano 128 x 128
pixeles y orden méaximo L = 20 con cambios de rotacién.
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Figura 4.32: Valor 6ptimo de v para la imagen de “Cameraman” con cambios en su
escala, donde K es el factor de escala.
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Como se aprecia en las Figs. 4.31 y 4.32 el valor éptimo de + se comporta
constante a los cambios de escala y de rotacién de la imagen, en estos experimentos
se puede concluir que el valor de v obtenido por la bisqueda de la seccién dorada
del Algoritmo 1 para cada conjunto de momentos circulares de orden fraccional. Otro
de los experimentos para determinar el pardmetro 6ptimo de gamma en términos del
error de reconstrucciéon (NIRE) se realiza a través de 15 imédgenes estdndar de tamano

de 512 x 512 pixeles (Fig. 4.33) con cambios en escala y en rotacion.

Figura 4.33: Imégenes de prueba de tamano 512 x 512 pixeles.

Fn la Fig.4.34 se muestran los resultados del valor 6ptimo de «y de las 15 imdgenes de
prueba para cada conjunto de momentos circulares de orden fraccional. Cabe destacar
que las imdgenes sufrieron cambios tanto de escala como del dngulo de rotacién, como
se puede apreciar en la tabla el valor de gamma para cada imagen es invariante a

cambios de rotacién y a la escala.
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Imagen Cambios MLFPOF  MLFSOF  MMFPOF ~ MMFSOF  MCFPOF  MCFSOF
Rotacién  Escala 14 y 14 )4 Y Y
cameraman 0 =0° k=1 1.584 0.790 1.328 0.661 1.919 0.957
6=35 k=1 1.584 0.790 1.328 0.661 1.919 0.957
0 =0° k=125 1584 0.790 1.328 0.661 1.919 0.957
6 =35 k=125 1584 0.790 1.328 0.661 1.919 0.957
woman blonde 0 =0° k=1 1.634 1.124 1.395 0.701 1.576 0.787
0=35 k=1 1.634 1.124 1.395 0.701 1.576 0.787
0 =0° k=125 1634 1.124 1.395 0.701 1.576 0.787
0 =35 k=125 1634 1.124 1.395 0.701 1.576 0.787
house 0 =0° k=1 1.562 0.782 1.373 0.684 1.548 1.038
0=35 k= 1.562 0.782 1.373 0.684 1.548 1.038
0 =0° k=125 1562 0.782 1.373 0.684 1.548 1.038
6 = 35° k=125 1562 0.782 1.373 0.684 1.548 1.038
lake 0 =0° k= 1.553 0.782 1.634 0.818 1.941 0.971
0=35 k=1 1.553 0.782 1.634 0.818 1.941 0.971
6 =0° k=125 1553 0.782 1.634 0.818 1.941 0.971
60 =35 k=125 1553 0.782 1.634 0.818 1.941 0.971
jetplane 0 =0° k=1 1.490 0.746 1.364 0.678 1.517 0.759
0=35 k= 1.490 0.746 1.364 0.678 1.517 0.759
0 =0° k=125 1490 0.746 1.364 0.678 1.517 0.759
6 =35 k=125 1.490 0.746 1.364 0.678 1.517 0.759
livingroom 0 =0° k= 1.824 0.913 1.219 0.611 1.774 0.890
0=35 k=1 1.824 0.913 1.219 0.611 1.774 0.890
0=0° k=125 1824 0.913 1.219 0.611 1.774 0.890
0=35° k=125 1824 0.913 1.219 0.611 1.774 0.890
walkbridge 6 =0° k= 1.453 0.728 1.314 0.656 1.409 0.706
0=35 k= 1.453 0.728 1.314 0.656 1.409 0.706
6=0° k=125 1453 0.728 1.314 0.656 1.409 0.706
6 =35 k=125 1453 0.728 1.314 0.656 1.409 0.706
lena 0 =0° k= 1.350 0.976 1.503 0.751 1.679 0.840
0=35 k=1 1.350 0.976 1.503 0.751 1.679 0.840
0 =0° k=125 1350 0.976 1.503 0.751 1.679 0.840
6 =35 k=125 1350 0.976 1.503 0.751 1.679 0.840
Woman darkhair 6 = 0° k= 1.801 0.904 1.657 0.832 1.869 0.935
0=35 k= 1.801 0.904 1.657 0.832 1.869 0.935
0 =0° k=125 1801 0.904 1.657 0.832 1.869 0.935
6 =35 k=125 1801 0.904 1.657 0.832 1.869 0.935
Barbara 0=0° k=1 1.832 1.314 1.612 0.804 1.788 0.890
0=35 k=1 1.832 1.314 1.612 0.804 1.788 0.890
0 =0° k=125 1832 1.314 1.612 0.804 1.788 0.890
0 =35 k=125 1832 1.314 1.612 0.804 1.788 0.890
Peppers 0=0° k= 1.869 0.935 1.562 0.782 1.751 0.876
0=35 k=1 1.869 0.935 1.562 0.782 1.751 0.876
6 =0° k=125 1869 0.935 1.562 0.782 1.751 0.876
6 =35 k=125 1869 0.935 1.562 0.782 1.751 0.876
mandril 0 =0° k=1 1.671 0.832 1.305 0.651 1.503 0.751
0=35 k=1 1.671 0.832 1.305 0.651 1.503 0.751
0=0° k=125 1671 0.832 1.305 0.651 1.503 0.751
0 =35 k=125 1671 0.832 1.305 0.651 1.503 0.751
Goldhill 0=0° k= 1.671 1.138 1.459 0.732 1.598 0.796
0=35 k=1 1.671 1.138 1.459 0.732 1.598 0.796
0 =0° k=125 1671 1.138 1.459 0.732 1.598 0.796
0 =35 k=125 1671 1.138 1.459 0.732 1.598 0.796
pirate 0=0° k= 1.467 0.732 1.300 0.648 1.423 0.709
0=35 k=1 1.467 0.732 1.300 0.648 1.423 0.709
6 =0° k=125 1.467 0.732 1.300 0.648 1.423 0.709
6 =35 k=125 1467 0.732 1.300 0.648 1.423 0.709
boat 0=0° k=1 0.999 0.746 1.219 0.606 1.305 0.651
0=35 k=1 0.999 0.746 1.219 0.606 1.305 0.651
0=0° k=125 0999 0.746 1.219 0.606 1.305 0.651
0 =35 k=125 0999 0.746 1.219 0.606 1.305 0.651

Figura 4.34: Valores 6ptimos de « para cada imagen de prueba con cambios de escala
y de dngulo de rotacién, para diferentes momentos ortogonales de orden fraccional.
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4.6. Conclusiones

Con el método propuesto para el cémputo de los momentos ortogonales de orden
fraccional se pudo minimizar el error de integracién y el error geométrico que estan
presentes en los métodos convencionales.

En los resultados obtenidos de las Figs.4.5-4.28 se puede visualizar que los
momentos que utilizan los polinomios de Jacobi pesados de orden fraccional como
kernel tienen un mejor desempefio en la reconstruccién de imégenes que los momentos
que utilizan los polinomios Jacobi sustituidos de orden fraccional, debido a que
presentan un mayor error de reconstruccién cuando aumenta el valor de v, lo cual
se puede apreciar en los resultados obtenidos de la Fig.4.29.

En base a los resultados presentados en las Figs.4.31 y 4.32 el valor 6ptimo de
~ para cada conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional es invariante a

cambios de escala y del dngulo de rotacién en una imagen digital.

Horlando Vargas Vargas UPT 93



Bibliografia

[1] Pawlak, M., & Liao, S. X. (2002). On the recovery of a function on a circular
domain. IEEE Transactions on Information Theory, 48(10), 2736-2753.

[2] Keys, R. (1981). Cubic convolution interpolation for digital image processing. IEEE

transactions on acoustics, speech, and signal processing, 29(6), 1153-1160.

[3] Upneja, R., & Singh, C. (2015). Fast computation of Jacobi-Fourier moments for
invariant image recognition. Pattern Recognition, 48(5), 1836-1843.

[4] Camacho-Bello, C., Toxqui-Quitl, C., Padilla-Vivanco, A., & Bdez-Rojas, J. J.
(2014). High-precision and fast computation of Jacobi—Fourier moments for image
description. JOSA A, 31(1), 124-134.

[5] Sdez-Landete, J. (2017). Comments on “fast computation of jacobi-Fourier

moments for invariant image recognition”. Pattern Recognition, 67, 16-22.

[6] Chapra, S. C., & Canale, R. P. (2007). Métodos numéricos para ingenieros.
McGraw-Hill,.

[7] Toxqui-Quitl, C., Gutierrez-Lazcano, L., Padilla-Vivanco, A., & Camacho-Bello, C.
(2011, November). Gray-level image reconstruction using Bessel-Fourier moments.
In 22nd Congress of the International Commission for Optics: Light for the
Development of the World (Vol. 8011, p. 80112T). International Society for Optics

and Photonics.

[8] Singh, C., Walia, E., & Upneja, R. (2013). Accurate calculation of Zernike

moments. Information Sciences, 233, 255-275.

[9] Walia, E., Singh, C., & Goyal, A. (2012). On the fast computation of orthogonal
Fourier—-Mellin moments with improved numerical stability. Journal of Real-Time
Image Processing, 7(4), 247-256.

Horlando Vargas Vargas UPT 94



Capitulo 5

Aplicacion de momentos
Jacobi-Fourier de orden

fraccional

Los momentos circulares tienen la caracteristica de ser invariantes a cambios de
escala y a rotacién y a su vez tienen la capacidad de representar caracteristicas
globales de una imagen, por lo que suelen utilizarse en aplicaciones en anilisis
de imdgenes tales como: clasificacién y reconocimiento de objetos, recuperacién de
imdgenes, reconocimiento facial, extraccién de caracteristicas de una regién de interés,
reconocimiento de imdgenes con cambios de rotacién en condiciones ruidosas y sin
ruido[1]. En este trabajo de tesis se implementaron los momentos circulares en dos
aplicaciones;en la primera como descriptores para clasificar la base de datos MNIST
creado por LeCun et al [2]. Utilizando tres clasificadores diferentes (K-NN, MLP y
TREE ); en la segunda, se transforma una imagen catadiéptrica a una imagen con una
proyeccién cilindrica mediante los momentos circulares de orden fraccional utilizando

una reasignacion adecuada de los pixeles.

5.1. Clasificacién de imagenes mediante momentos circu-

lares de orden fraccional

Los momentos circulares son ampliamente utilizados en el reconocimiento y
clasificacién de patrones, el andlisis de imagen y visién artificial, tienen la capacidad de
caracterizar, evaluar y manipular informacién visual con minima redundancia. Por otra
parte MNIST es una base de datos que contiene imédgenes de nimeros escritos a mano,

donde cada imagen estd etiquetada con un nimero entero. Es usada para medir el
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rendimiento de algoritmos de machine learning, clasificacién y seleccién de descriptores.
La base de datos de MNIST contiene un conjunto de entrenamiento de 60 000 imagenes
y un conjunto de pruebas de 10 000 ejemplos. El conjunto de entrenamiento es utilizado
para ensenar al algoritmo a predecir la etiqueta correcta, mientras que el conjunto de
prueba es usado para comprobar la precisién del clasificador en sus estimaciones. En

la Fig. 5.1 se muestra algunos de los caracteres que compone la base de datos MNIST.
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Figura 5.1: Algunas imagenes de la base de datos MNIST con un tamano de 20x20
pixeles.

En este trabajo de tesis se utilizan los momentos circulares de orden fraccional
en los algoritmos de clasificacién como descriptores. El andlisis de la clasificacién se
realiza a diferentes valores de « con diferentes algoritmos de clasificacién tales como:
K-NN, MLP y Arboles de Clasificacién.

5.1.1. Clasificador K-NN

K-NN (k vecinos mds cercanos) es un método de clasificacién supervisada, que
puede usarse para problemas de prediccién tanto de clasificacién como de regresién. Sin
embargo, es mas ampliamente utilizado en problemas de clasificacién dentro del sector
industrial [3]. Este algoritmo clasifica cada dato nuevo en el grupo que corresponda,
segin tenga k vecinos més cerca de un grupo o de otro, es decir, calcula la distancia
del elemento nuevo a cada uno de los existentes, y ordena dichas distancias de menor a
mayor para ir seleccionando el grupo al que debe pertenecer. Este grupo serd, por tanto,
el de mayor frecuencia con menores distancias. Tomando a los momentos circulares

como descriptores de las imagenes de MNIST se realiza la clasificacién de los caracteres
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de la base de datos utilizando las funciones predeterminadas de Matlab (fitcknn) del
algoritmo de clasificacién de K-NN, esto con la finalidad de analizar el comportamiento
de ~v. La funcién de Matlab para este algoritmo devuelve un modelo de clasificacién
basado en las variables de entrada como predictores. Los descriptores de cada una
de las imdgenes se obtuvieron para cada conjunto de momentos circulares de orden
fraccional, los cuales se almacenaron en una matriz de 10 x 10. El desempenio de este
algoritmo depende del valor de k que se tome, la literatura se recomienda una valor

de k£ = 5. En la Fig. 5 se muestra el porcentaje de clasificacién para diferentes valores

de 7.
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Figura 5.2: Clasificacién de imdgenes de la base de datos MNIST con K-NN con un
valor de k = 5 de cada conjuto de momentos ortogonales de orden fraccional.

En base a los resultados obtenidos del clasificador K-NN de la Fig. 5.2, los
momentos de Mellin-Fourier pesados de orden fraccional tienen una mejor clasificacién
del 92 % con un valor de v =0.5. Por otra parte, utilizando los momentos circulares
pesados de orden fraccional se obtienen mejores resultados en comparacién con los
sustituidos, ya que cuando el valor de v se encuentra en el intervalo de 1 a 2.1 el

desempeno de los de los momentos circulares sustituidos de orden fraccional disminuye.
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5.1.2. Clasificador MLP

El clasificador a través de un perceptrén multicapa (MLP) es un clasificador basado
en una red neuronal artificial feedforward (red neuronal prealimentada). El tipo de
aprendizaje es supervisado, es decir, que es el usuario quien determina la salida
deseada. MLP consiste en tres capas de nodos; una capa de entrada, una de salida
y una o mads capas de ocultas, cada capa estd completamente conectada a la siguiente
capa de la red. Los nodos en la capa de entrada representan los datos de entrada. Todos
los otros nodos asignan las entradas con los pesos del nodo y aplicando una funcién
de activacién[4]. En la Fig. 5.3 se muestra la estructura de un Perceptrén Multicapa

simple, es decir, con una sola capa oculta.

Salida
calculada

Capa de Capa Capa de
Entrada Oculta Salida

Figura 5.3: Ejemplo de un perceptrén Multicapa simple.

La red se compone de una etapa de entrenamiento y una de funcionamiento. En la
de entrenamiento consiste en la presentaciéon de un grupo de entrenamiento en el cual,
cuyo principal objetivo es conseguir la minima discrepancia entre el valor de salida
obtenido y el valor de salida deseado. En la etapa de funcionamiento, se presenta un
nuevo grupo de datos, grupo de validacién, la senal se transmite hacia las neuronas
ocultas en donde se transforman las senales a partir de la aplicacién de una funcién
de activacién y proporcionan un valor de salida que se transmite a la siguiente capa,
en donde, a partir de la misma operacién se obtiene una salida de la red. El objetivo
de este grupo es el de controlar el proceso de aprendizaje[4].

Para la clasificacién de la base de datos MNIST mediante el algoritmo de MLP
de este trabajo de tesis, se utiliza las funciones de Matlab (patternnet y trainFcn)
en donde; patternnet toma los argumentos de entrada y devuelve una red neuronal

de reconocimiento de patrones y trainF'cn es una funcién de entrenamiento de la red,
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el perceptrén multicapa de este trabajo se muestra en la Fig. 5.4, en donde la red
estd compuesta por una capa de entrada de 100 neuronas de que la componen los
descriptores de cada momento circular de orden fraccional para cada imagen, con 120

capas ocultas y una capa de salida con 10 clases.

Hidden Output

Input i l

100

120 10

Figura 5.4: MLP de Matlab para la clasificacién de la base de datos MNIST.

En la Fig. 5.5 se muestra el porcentaje de clasificacién para este algoritmo a

diferentes valores de ~.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos del algoritmo de MLP de la Fig.
5.5, los momentos de Legendre-Fourier sustituidos de orden fraccional tienen una
mejor desempeno de 91.26 % cuando v = 0.1, por otra parte utilizando los momentos
circulares pesados de orden fraccional se obtienen mejores resultados en comparacién
con los sustituidos, ya que cuando el valor de v aumenta el desempeno de los momentos

circulares sustituidos de orden fraccional disminuye en comparacién con los pesados.

5.1.3. Arboles de clasificacién

Los drboles de clasificacién y regresion son métodos de clasificaciéon supervisada
y de aprendizaje automdtico, los cuales son utilizados para construir modelos de
prediccién a partir de los datos de entrada. Los darboles de clasificacién se basan en
una estructura en forma de drbol, donde las ramas representan conjuntos de decisiones,
para generar reglas de clasificacién en un conjunto de datos en subgrupos de datos|5].
Cada hoja del drbol se marca con una clase o una distribucién de probabilidad sobre
las clases, las ramificaciones se generan de forma recursiva hasta que se cumplan ciertos
criterios.

En este trabajo de tesis se realiza un script para la clasificacién de la base de
datos MNIST utilizando la funcién ficttree predeterminada de Matlab, esta funcién

devuelve un drbol de clasificaciéon para los datos de entrada y para las respuestas
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Figura 5.5: Clasificacién de imdgenes de la base de datos MNIST con MLP de cada
conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional.

esperadas para cada clase de los conjuntos a clasificar. Como datos de entrada para
este trabajo se emplearon los descriptores obtenidos de cada conjunto de momentos
circulares de orden fraccional de orden 10 almacenados en una matriz de 10 x 10. Como
respuesta de entrada para este trabajo se empleé un vector con las etiquetas para cada
clase de los caracteres de la base de datos, es decir los nombres de cada cardcter. En la
Fig. 5.6 se muestra el desempenio de este clasificador para cada conjunto de momentos

circulares de orden fraccional a diferentes valores de ~.
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Figura 5.6: Clasificacién de imdgenes de la base de datos MNIST con &rboles de
clasificacién de cada conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional.

Teniendo en cuenta los resultados de la Fig. 5.6, los momentos circulares de orden
fraccional tienen un mejor desempefio cuando el valor de 7 =0.1. Por otra parte
tomando las Figs. 5.2 y 5.5 se puede concluir que el desempeiio del drbol de clasificacién
es menor a comparacion de los otros, ya que el clasificador K-NN y MPL tienen un
desempeno de clasificaciéon mayor a 80 %, por lo contrario el arbol de clasificacién su

desempenio es menor.

5.2. Interpolacién de imagenes catadiéptricas

Las imdgenes catadiéptricas (Fig. 5.7.a) son aquellas imdgenes con un campo
de visién de 360° obtenidas a través de un sistema visién catadiéptrico, este tipo
de imdgenes son ampliamente utilizadas en muchas aplicaciones de visién, como
navegacion de robots[6] y vigilancia[7], reconocimiento fotogréfico aéreo[8], aplicaciones
meédicas[9] y reconocimiento del iris[10]. Los sistemas de visién catadiéptricos consisten
en una cdmara convencional que apunta hacia un espejo convexo en el eje Z, la
informacién del objeto se refleja y la cdmara capta este reflejo, componiendo la imagen
omnidireccional. En la Fig. 5.7.b muestra el modelo de proyeccién del sistema de

visién catadidptrico, en donde un rayo del punto P hacia el punto O se refleja desde
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la superficie del espejo M y es proyectado por la lente en el plano de la imagen N
[6]. La imagen proyectada en el plano de la imagen (plano de proyeccién) es la vista

omnidireccional.

Figura 5.7: Imdgenes catadiéptricas; a) Ejemplo de una imagen catadiéptrica [12], b)
Modelo de proyeccién del sistema de visién catadiéptrico.

Por otra parte, en algunas aplicaciones para este tipo de imdgenes, es necesario
transformar la imagen adquirida en otra imagen mediante una reasignacién adecuada
de los pixeles esto con la finalidad de tener una mayor resolucién de la imagen, tal
es el caso del andlisis de imdgenes del iris. Por lo general, las imdgenes adquiridas
de un sistema de reconocimiento del iris son de diferente tamano. Por lo tanto, las
caracteristicas extraidas del iris a través de las imdgenes capturadas de este sistema
de reconocimiento se colocan en diferentes ubicaciones espaciales. Las caracteristicas
desalineadas en estas imagenes capturadas dan como resultado una menor precisién
de coincidencia debido a que un sistema de reconocimiento del iris identifica o verifica
la identidad de la persona en funcién de estructura de la superficie del iris. El sistema,
de reconocimiento de iris actual generalmente compensa la deformacién en un proceso
llamado: normalizacién del iris. Este proceso reasigna el anillo de iris segmentado a un

rectdngulo de tamaio fijo.
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En este trabajo de tesis se utiliza el conjunto de momentos circulares de orden
fraccional y la reconstruccién en un mapa rectangular para transformar las imédgenes
omnidireccionales en imdgenes con una proyeccién cilindrica para el caso de las
imdgenes catadiéptricas y normalizaciéon del iris en una imagen rectangular para el
andlisis de imdgenes del iris. Este método mapea cada punto (x,y) en el dominio
cartesiano hasta un punto (r,6) en coordenadas polares, como se muestra en la Fig.
5.8.

)

Figura 5.8: Modelo de interpolacién de una imagen catadiéptrica o normalizacién del
iris.

Como imégenes experimentales para este trabajo se utiliza las imdgenes omnidi-
reccionales de la Fig. 5.9. La transformacién para estas imdgenes se realiza para cada
conjunto de momentos ortogonales de orden fraccional con L = 160, para el valor de
~ para esta aplicacién se obtuvo mediante el método de bisqueda de seccién dorada
del capitulo 4.5. Las proyecciones cilindricas obtenidas para cada imagen de prueba se

muestran en las Figs. 5.10 y 5.11.
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Figura 5.9: Imdgenes catadiéptricas de prueba de tamano de 512x512 pixeles; a) Vista
de la ciudad de Tokio [13], b) Iris del ojo humano [14].

Los momentos circulares de orden fraccional son capaces de adquirir la informacién
de una imagen digital, ya que en base a los resultados obtenidos de las Figs. 5.10
y 5.11. se puede apreciar que la imagen recuperada e interpolada contiene toda la
informacién de la imagen original sin pérdida de los detalles més relevantes de las

imdgenes catadiéptricas.
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Momento Mapeo de la imagen catadioptrica

Momentos de Legendre-Fourier
pesados de orden fraccional
(L=160, y'=1.9776,

NIRE = 0.006394)

Momentos de Legendre-Fourier
sustituidos de orden fraccional
(L=160, y' =1.1388,
NIRE = 0.006407)

Momentos de Mellin-Fourier
pesados de orden fraccional
(L=160, y'=1.9191,
NIRE = 0.006236)

Momentos de Mellin-Fourier
sustituidos de orden fraccional
(L=160, y' =1.0803,
NIRE = 0.006294)

Momentos de Chebychev-Fourier
pesados de orden fraccional
(L=160, y' =1.9776,

NIRE = 0.006392)

Momentos de Chebychev-Fourier
sustituidos de orden fraccional
(L=160, y' =1.0388,

NIRE = 0.006408)

Figura 5.10: Proyeccién cilindrica y error de reconstruccién NIRE de la ciudad de
Tokio de diferentes momentos ortogonales de orden fraccional con un orden méximo
de L=160, utilizando el valor 6ptimo de ~.
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Momento Mapeo de la imagen catadidptrica

Momentos de Legendre-Fourier
pesados de orden fraccional
(L=160, y'=1.9776,
NIRE = 0.0018642)

Momentos de Legendre-Fourier
sustituidos de orden fraccional
(L=160, y' =1.1388,
NIRE = 0.0018673)

Momentos de Mellin-Fourier
pesados de orden fraccional
(L=160, y' =1.9191,
NIRE = 0.0018638)

Momentos de Mellin-Fourier
sustituidos de orden fraccional
(L=160, y' =1.0803,
NIRE = 0.0018672)

Momentos de Chebychev-Fourier
pesados de orden fraccional
(L=160, y'=1.9776,

NIRE = 0.0018637)

Momentos de Chebychev-Fourier
sustituidos de orden fraccional
(L=160, y'=1.0388,

NIRE = 0.0018644)

Figura 5.11: Proyeccién cilindrica y error de reconstruccién NIRE del iris del ojo
humano de diferentes momentos ortogonales de orden fraccional con un orden méximo
de L=160, utilizando el valor éptimo de ~.
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo futuro

A continuacién se describirdn las conclusiones generales del presente trabajo de
tesis y algunos de los posibles trabajos futuros que pueden continuar desarrollindose

como resultado de la investigacion realizada.

6.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se presenté un panorama general de algunos aspectos
de los momentos circulares de orden fraccional y sus posibles soluciones. De igual
forma, se presenté un andlisis de la construccién de nuevas de familias de momentos
circulares, los cuales tienen la caracteristica de generar momentos con orden fraccional.

Las aportaciones mds relevantes de este trabajo de tesis se presentan a continuacion:

Momentos genéricos de orden fraccional

En este trabajo de tesis, se propuso un nuevo conjunto de momentos circulares
a partir de los polinomios genéricos de Jacobi, los cuales tienen la caracteristica
de generar érdenes fraccionales. Se proponen dos familias de polinomios: polinomios
sustituidos de orden fraccional y polinomios pesados de orden fraccional. Los momentos
genéricos de orden fraccional tienen la habilidad de generar diferentes familias
cambiando los valores a y (3, tales como: momentos de Legendre-Fourier de orden
fraccional (a=f=1), momentos de Chebychev-Fourier de orden fraccional (a=2 y
$=3/2) y momentos de Mellin-Fourier de orden fraccional (a=/$=2). Por otra parte,
se analizé el desempeno de cada familia mediante el error de reconstruccién, en donde
se demostré que los MJFPOF tienen un mejor desempeinio que los MJFSOF, debido a
que presentan un mayor error al aumentar el valor de ~.

Bisqueda de la mejor familia de momentos de orden fraccional.

En este trabajo de tesis se propuso un algoritmo para la bisqueda del mejor valor

de 7 con respecto al error de reconstruccién (NIRE). El método propuesto facilita la
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buisqueda del pardmetro éptimo de v que mejor se ajuste a determinadas aplicaciones.
El anélisis presentado demuestra que el valor que el valor éptimo de ~ es invariante a
cambios de escala y de rotacién para los momentos circulares de orden fraccional. Sin
embargo, puede haber una variacién en el valor de « debido a la perdida de informacién
en la imagen original o la inestabilidad numérica de los momentos.

Aplicacién de los momentos genéricos de orden fraccional

Los momentos circulares son utilizados en reconocimiento y clasificaciéon de
patrones, en el andlisis de imdgenes médicas y entre otras, ya que tienen la capacidad
de representar caracteristicas globales de una imagen con una minima redundancia. En
este trabajo de tesis se implementd los momentos circulares de orden fraccional para la
clasificar los caracteres de la base de datos MNIST, en dénde se comparé el desempeno
de tres clasificadores (K-NN, MLP y Arboles de Clasificacién). El analisis presentado
demuestra que el clasificador K-NN y los momentos pesados de Mellin-Fourier de orden
fraccional tienen mayor desempeno que el resto de los momentos.

Por otra parte, se utilizaron los momentos circulares de orden fraccional para la
reconstruccién de imédgenes catadiéptricas y la normalizacién del iris en una forma
rectangular. En base a los resultados obtenidos del error de reconstruccién (NIRE),
los momentos circulares pesados de orden fraccional tienen mayor desempeno que los

sustituidos.

6.2. Trabajo a futuro

Existe una variedad de aplicaciones que pueden ser mejoradas con el enfoque

propuesto. Como trabajo a futuro se propone analizar los siguientes temas:

= Reducir el tiempo de computo del algoritmo propuesto.

= Proponer un nuevo método para encontrar un valor 6ptimo de -, la cual se adapte
a diferentes aplicaciones, tales como: reconocimiento y clasificacién de patrones,
reconocimiento del iris, reconocimiento facial, extracciéon de caracteristicas de
una regién de interés, reconocimiento de imagenes con cambios de rotacién en

condiciones ruidosas y sin ruido, entre otras.|
s Implementar los momentos de orden fraccional en el andlisis de imdgenes RGB.

= Encontrar el valor 6ptimo de « y 8 para los momentos genéricos de Jacobi-Fourier

de orden fraccional.
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