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Capitulo

Introduccion

Una de las principales situaciones por las que pasa cada empresa u organizacion,
para mantener o elevar su competitividad, ante la constante demanda en los mar-
genes de calidad, son las pérdidas de dinero en los distintos departamentos con los
que se cuenta y que evitan sustentar y mantener un 6ptimo nivel.

Los inventarios en general constituyen un aspecto de gran importancia para la
empresa y son un punto de partida para la toma de decisiones estratégicas.

La historia de los inventarios comienza desde la antigiiedad, cuando los pueblos,
debido a las épocas de escasez, deciden almacenar grandes cantidades de alimentos,
para hacer frente a ellas. El inventario son las existencias de articulos, materiales
o recursos utilizados en una empresa y son usados como herramienta principal de
control, para fijar tanto las entradas y salidas de materias y/o productos, establece
una relacién detallada, ordenada y valorada dentro de su almacenamiento, para la
bisqueda de reduccién de los costos, en este sentido, la gestién de inventarios para
la eficiente produccién o comercializaciéon de bienes se convierte en una herramien-
ta para registrar las cantidades que posee la empresa, las cuales juegan un papel
fundamental en la etapa de abastecimiento de la demanda, dando como resultado
estados confiables en el control de materiales y productos.

Un sistema de inventarios, generalmente enfrenta grandes problemas de com-
plejidad, tales como la gran magnitud de articulos, asi como el nimero de variables
que influyen reciprocamente en modelos matemdticos, destinados a representar con
la mayor aproximacion posible las complejidades del sistema. En todo sistema de
inventarios, se pueden identificar las siguientes componentes: demandas, costos y
reabastecimientos. Por lo general, las demandas son estocdsticas y de ahi surge el

problema de control de inventarios.



Los costos de toda empresa son parte fundamental de su rentabilidad. Es decir,
se dice que una empresa es rentable cuando genera suficiente utilidad o beneficio,
esto es, cuando sus ingresos son mayores que sus gastos y la diferencia entre ellos
es considerada como aceptable. En cuanto a los costos de los inventarios, se refieren
a los gastos en los que incurre la empresa para mantener un control de inventa-
rios. Uno de los prerrequisitos principales es la comprensién de los costos relevantes.
Las estructuras de costos de los inventarios incorporan los siguientes tres méas signi-
ficativos: costo por mantener un inventario, costo por reabastecimiento y costo por
escasez de mercancia. El problema de control de un inventario consiste en establecer
una politica de reabastecimiento que minimice el costo total asociado a su manejo.

Dentro del sistema de inventarios existen dos decisiones que se pueden tomar en

cuenta al tratar de controlar un inventario, las cuales son:

» cudndo reabastecer el inventario

= qué cantidad de mercancia ordenar para el reabastecimiento.

La planificacién basada en decisiones ha permitido solucionar problemas del mun-
do real, incrementado su desarrollo debido, en gran parte, al éxito obtenido de los
procesos de decisién de Markov en problemas de control de procesos, andlisis de
decisiones y economia, entre otros [6]. Desde los noventa se ha visto un notable
resurgimiento en la investigacién aplicada y tedrica sobre los procesos de decisién de
Markov. Partiendo de las raices de investigacién de operaciones en la década de los
50’s, los modelos de procesos de decision de Markov han ganado reconocimiento en
campos tan diversos como la ecologia, la economia y la ingenieria [11]. Un proceso
de decisién de Markov requiere de un modelo conocido como modelo de control de
Markov, cuyas componentes permiten caracterizar su desarrollo en el transcurso del
tiempo. La dindmica del proceso puede ser influenciada por medio de la aplicacién
de acciones, decisiones o controles cada periodo de tiempo. A la sucesién de acciones
se le conoce como politica, una forma de evaluar su calidad es mediante una funcién
objetivo o criterio de rendimiento. Entonces, el problema de control éptimo consiste
en determinar una politica que optimice el criterio de rendimiento.

La teoria de procesos de decisién o control de Markov permite modelar a los
sistemas de inventarios.

En [1] consideran un sistema de inventario de revisién periédica de un solo pro-
ducto para un minorista que ha adoptado una estrategia de abastecimiento doble

haciendo pedidos a un proveedor confiable y/o a un proveedor no confiable que



ofrece un mejor precio, para hacer frente a posibles interrupciones en el proceso
de suministro, el problema de control de inventario se modela como un proceso de
decisién de Markov en tiempo discreto y se determina la estructura de la politica
de ordenamiento 6ptima bajo varios escenarios de costos y diferentes niveles de con-
fiabilidad del proveedor. Por otro lado, en [17] se investigé el sistema de inventario
de etapas miiltiples discreto, donde en cada etapa se toma una decisién de control
y se planteé como un modelo de control de Markov con depdsito limitado, asf mis-
mo, se indujo un algoritmo de Programaciéon Dindmica para determinar las acciones
de control de inventario, los resultados demostraron que la accién de reorden del
sistema de inventario de etapas multiples puede garantizar la demanda y también
permite que el costo total esperado (costo por mantener un inventario, costo por
reabastecimiento y costo por escasez de mercancia) sea minimo de acuerdo con el
modelo anterior.

En este trabajo se considera un modelo de control de inventarios propuesto dentro
de la teorfa de procesos de decisién de Markov. Los conjuntos de estados y acciones se
consideran finitos. Para este modelo la ley de transiciéon queda determinada mediante
una ecuacién en diferencias la cual involucra la distribuciéon de probabilidad de la
demanda y la funcién de costo por periodo se plantea en terminos de los costos
ya mencionados (reabastecimiento, mantenimiento de inventario y escasez). En el
problema de control de inventarios se considera como funcién de rendimiento el costo
total esperado con horizonte finito. En la aplicacién real del modelo mencionado,
se requiere de la distribucién de probabilidad de la demanda, la cual dificilmente
es proporcionada al momento de iniciar el control y tendria que ser estimada. De
la misma manera, los costos asociados al modelo deben ser determinados para la
aplicacién del modelo.

El costo total del invetario son los costos relacionados con el reabastecimiento,
mantenimiento de inventario y escasez durante un determinado periodo de tiem-
po. La evaluacién de los costos de inventario ayuda a las companfas a determinar
cudnto beneficio pueden obtener del inventario, de qué modo pueden reducir los
costos, dénde se pueden realizar cambios, qué proveedores o qué articulos se deben
elegir, como se debe asignar el capital, etc. La determinacién de cada uno de ellos
puede variar de acuerdo al sector comercial en el que se encuentra la empresa, el
verdadero costo de inventario implica muchos elementos y va méds alla del costo de
bienes vendidos o de materias primas, enseguida vienen los gastos de gestiéon y de
mantenimiento, ademads de agregar a eso los seguros, los intereses, la merma, etc. La

lista es bastante larga. En este trabajo, se presenta una clasificacién clara de estos



costos para ayudar a la determinacién de los mismos. Se dan a conocer algunos ele-
mentos generales, sin embargo, cada uno de estos costos depende directamente del
sector comercial, de las politicas y de las decisiones de gestiéon de la empresa.

Otro de los objetivos de este trabajo es proponer, con bases tedéricas, una metodo-
logia que permita estimar la distribucién de probabilidad de la demanda. Se propone
estimar dicha distribucién a partir de observaciones de la demanda, mediante la
funcién de distribucién empirica. Asi mismo, se considera el caso en donde incluso
se desconoce el horizonte de planeacién. Para tal caso, se sugiere implementar un
procedimiento de horizonte rodante para la obtencién de la accién de control en
cada época de decisién, teniendo como ventaja el poder mejorar la estimacion de la
distribucién de la demanda al agregar cada vez el dato observado de la demanda en
la etapa anterior.

Para mostrar ejemplos numeéricos, se ha elaborado un programa en Matlab, que
calcula la distribucién de la demanda y resuelve mediante programacién dindmica el
problema de control con horizonte de planeacién finito (cuando se conoce el horizonte
de planeacién con certeza) o los problemas de control de inventarios que requiere
el procedimiento de horizonte rodante (cuando no se tenga conocimiento sobre el
horizonte de planeacién).

Especificamente, los objetivos del trabajo de tesis son:

» Estudiar el modelo de control de inventarios mediante la teorfa de procesos de

decisién de Markov (Programacién Dindmica).

= [mplementar computacionalmente la solucién éptima del problema de control

de inventarios.

= Proporcionar informacién necesaria sobre los elementos que deben considerarse
para la determinacién de los costos de reabastecimiento, mantenimiento de

inventario y escasez en un sistema de control de inventarios.

= Proponer, con bases tedricas, una metodologia para la determinacion de la

distribucién de probabilidad de la demanda.

= Usar un procedimiento de horizonte rodante para la obtencién de la accion de

control en cada época de decision.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 2, se
proporciona una breve historia de los inventarios, asi como también la descripcion

de los componentes del sistema de inventarios y se presentan algunos modelos de
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control de inventarios utilizados comunmente en las empresas. En el Capitulo 3, se
muestra la teorfa de procesos de decisiéon de Markov y la técnica de Programacion
Dindmica. En el Capitulo 4, se describe el modelo de control de inventarios como un
modelo de decisién de Markov y algunas variantes de dicho modelo. En el Capitulo
5, se proposionan los elementos para poder llevar a cabo un control de inventarios
en un caso real, esto es, una metodologia para la estimacién de la distribucién
de probabilidad de la demanda, informacién para la determinacién de los costos e
implementacién de un horizonte rodante y se muestra un par de ejemplos numéricos
resueltos en un programa realizado en Matlab. Finalmente, se dan las conclusiones

sobre el tema investigado.
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Capitulo

Inventarios

Todas las empresas mantienen un suministro de inventario para cubrir la variacién
de la demanda en el tiempo y tener costos bajos, al tomar cualquier decisién que
afecte el tamano del inventario, es necesario considerar los costos. En este capitulo se
da una breve historia sobre los inventarios, ademés de que se explica la importancia
del control de un sistema de inventario asi como sus componentes. Usualmente en
las empresas controlan sus inventarios mediante modelos clédsicos que se basan solo
en promedios de la demanda o modelos donde utilizan criterios simples de probabil-
idad, esto debido a que son faciles de manejar y no tienen gran costo de aplicacion,

en este capitulo se mencionan algunos de estos modelos.

2.1. Historia e importancia de los inventarios

La historia de los inventarios tiene sus origenes desde la antigiiedad, los egipcios
y demds pueblos antiguos debido a las épocas de escasez, decidieron almacenar
grandes cantidades de alimentos, para hacer frente a ellas; asf se ide6 un mecanismo
de control para su reparto. Es asi como surgen los inventarios, como una forma de
hacer frente a los periodos de escasez, que aseguraban la subsistencia de la vida y el
desarrollo de sus actividades normales.

El inventario ha existido desde que el hombre vio la necesidad de organizar sus
bienes, es decir, saber que pertenencias tiene de acuerdo a los diferentes roles que
esta persona desempena: tendero, fabricante, importador, exportador, etc.

El inventario es utilizado como forma de organizacién bésica que conlleva a una
mejor economia, porque se sabe con qué se cuenta y qué debe ser repuesto. Desde

la segunda guerra mundial hasta el dia de hoy, se han desencadenado unos de los
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desarrollos més estimulantes que jamds tuvo la administracion de los negocios y de
las industrias. Frederick W. Taylor y otros ingenieros industriales contemporaneos
se convirtieron en los pioneros del pensamiento filoséfico de la administracién cienti-
fica. En los tltimos anos los métodos estadisticos y mateméticos tuvieron un mayor
desarrollo y una creciente aplicacién en las decisiones sobre las finanzas, produccién,
ventas, inventarios y otras medidas de administraciéon. El control de inventarios es
una de las actividades mds complejas, ya que hay que enfrentarse a intereses y con-
sideraciones en conflicto por las miiltiples incertidumbres que encierra. Su planeacién
y ejecucion implican la participacion activa de segmentos de la organizacién, como
ventas, finanzas, compras, produccién y contabilidad. [10].

Los inventarios son los bienes tangibles que se tiene para la venta en el curso
ordinario del negocio o para ser consumidos en la producciéon de bienes o servicos

para su porterior comercializacién. Los inventarios pueden clasificarse en:

» Inventario de Materia Prima (MP)
» Inventarios de Producto en Proceso (PP)

» Inventario de Producto Terminado (PT)

La base de toda empresa comercial es la compra y venta de bienes o servicios, de
aqui la importancia del manejo de inventarios por parte de la misma, este manejo
permitird a la empresa matener el control oportuno, ademds de poder conocer al

final del periodo un estado confiable de la situaciéon econémica de la empresa [7].

2.2. El sistema de inventario y sus elementos

El control de inventarios tiene dos objetivos:

= Econémico: de forma general se requiere minimizar la inversién del inventario,
al reducir el inventario se minimiza la inversién pero se corre el riesgo de no
poder satisfacer la demanda y a grandes cantidades de inventario se incrementa

la inversion.

= Seguridad: se debe de asegurar que la empresa cuente con inventario suficiente
para hacer frente a la demanda, protegiendo a la empresa de elevados costos

por faltantes.

12



En toda empresa los inventarios deberian proveer los materiales necesarios en el
momento indicado, como consecuencia, el sistema de inventarios deberd administrar
la inversién del inventario. Un sistema de inventario es un conjunto de politicas
y controles, utilizados para el monitoreo de la cantidad de articulos disponibles,
la determinacién de los niveles que se deben mantener, el momento de reponer la
existencia de articulos y el tamano que deben tener los pedidos.

Los tipos de inventario varian del sector manufacturero al sector de servicios,
es decir, toda empresa que desarrolle actividades de transformacién de materias
primas pertenecerd a la industria manufacturera, entre ellas encontramos a las em-
presas de productos: alimenticios, produccién textil, fabricacién de maquinaria y
equipos electrénicos, produccién de papel, de productos quimicos y farmacos, uten-
silios metédlicos, de pldstico, de madera y otros bienes intermedios, en cuanto al
sector de servicios, pertenecen todas las unidades econémicas que ofrecen algin ser-
vicio, como hospitales, escuelas, peluquerfas, clubes deportivos, bancos, restaurantes,
hoteles, centros de espectdculos, empresas de transportes y de comunicaciones, entre
muchas otras.

Los inventarios estan relacionados con la compra, produccién y comercializacién.
La mayorfa de las organizaciones pueden reducir sus inventarios sin aumentar los
costos mediante el uso de herramientas de control de inventario eficientes. [10]. Cuan-
do se va a realizar un estudio relacionado con los inventarios usualmente se emplea
el enfoque de sistema. Los sistemas de inventarios estan formados por un conjunto

de elementos que los caracterizan y que estdan relacionados principalmente con:

= La demanda.
= Los articulos.
= Los tiempos de revisién y horizonte.

» Los costos.

Cualquiera situacién que sea objeto de estudio sobre los inventarios, debera tener
presente dichos elementos. Ademds, cada uno de estos elementos posee atributos
que los caracterizan y que es necesario tomar en cuenta al desarrollar modelos de

inventarios.

2.2.1. Demanda

La demanda, también denominada consumo, es el factor mas importante en el

control de inventarios. La principal finalidad de un andlisis de inventarios consiste
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en prever lo que se ha de consumir en un tiempo futuro, con objeto de mantener
existencias suficientes para las necesidades de ventas y produccién, y no excederse
en la inversiéon de inventario y en los costos de almacenamiento.

La demanda se considera como lo que ha de consumirse en cierto periodo (que
puede ser anual, semestral, mensual, semanal o diario) por salidas de materiales
para produccion o por ventas de productos terminados. Se expresa en términos de la
cantidad de unidades que disminuyen en las existencias en un lapso considerado.

Las predicciones de la demanda se basan por lo general en algiin prondéstico de
ventas y en datos estadisticos de consumo, son tomados de récords de ventas para
productos terminados y de salidas de materiales de los almacenes.

En general, la complejidad de los modelos de inventarios depende de si la de-
manda es determinista o estocdstica. Dentro de ambas categorias, la demanda puede
variar, o no, con el tiempo. Asi, un modelo de inventarios puede asumir uno de cuatro

tipos:

Deterministico y constante (estdtico) a través del tiempo.

Deterministico y variable (dindmico) a través del tiempo.

Probabilistico y estacionario a lo largo del tiempo.

Probabilistico y no estacionario a lo largo del tiempo.

En el mundo real dificilmente se encontrard una demanda estatica deterministica,
la representaciéon méds precisa de la demanda puede hacerse a través de distribuciones

probabilistas no estacionarias [18].

2.2.2. Articulos

= Materia prima: Toda empresa con una actividad industrial, dispone de varios
articulos y materiales conocidos como materias primas que al ser sometidas
a procesos generan un articulo terminado o acabado. Podemos definir a la
materia prima como aquel o aquellos articulos sometidos a un proceso de fabri-
cacién que al final se convertird en un producto terminado. Son los productos
que estan esperando ser usados para una linea de produccién, que deben ser

modificados y transformados para convertirse en producto final.

Las empresas que suelen contar con este tipo de inventarios son las empresas
productoras, por ejemplo, fibricas de vehiculos automotores, del sector de ali-

mentos como cdrnicos, pescados y mariscos, ldcteos, pastelerias; empresas del
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sector salud, tal como técnicos en prétesis dentales, empresas de fabricacién de
prendas de vestir, de productos farmacéuticos, sustancias quimicas, fabricacién

de detergentes, jabones, articulos de papel y carbon, etc.

= Materias primas secundarias: Las especificaciones de las materias primas
secundarias varfan dependiendo del tipo de industria. Un ejemplo tenemos en
la industria de ensamblaje de autos, considerando el combustible para que el
auto encienda e inicie la ruta de prueba que es una de las etapas del control
de calidad.

= Producto terminado: Son productos que han cumplido su proceso de pro-
duccion y se encuentran en una bodega de productos terminados y aiin no han
sido vendidos. Los niveles de inventario estdn directamente relacionados con

las ventas, es decir sus niveles se dan por la demanda que tenga.

Las empresas que podrian realizar este tipo de inventarios son: empresas dis-
tribuidoras o comercializadoras, por ejemplo, de alimentos, asi como empresas
del sector salud como laboratorios, farmacias, hospitales, de venta de equipo

médico, dentistas y dpticas.

Dentro del sistema de inventarios se debe tomar en cuenta la forma de medicién

de la cantidad de los articulos, esta puede ser de manera discreta o continua.

= Discreto: Son aquellos objetos o elementos que se pueden contar, por ejemplo,

lédpices, tornillos, libros, automéviles,etc.

= Continuo: Es toda aquella materia prima que fluye de manera continua a través
de la planta hasta lograr el producto terminado, por ejemplo, quimicos, gases,

combustibles, electricidad, cemento, agua potable, etc.

Nota 2.1 En este trabajo se consideran tunicamente modelos de inventarios con

articulos discretos.

2.2.3. Tiempo de revision y horizonte

El horizonte define el tiempo sobre el cual el nivel de inventarios estard contro-
lado, puede ser llamado “horizonte de planeacién”. Este horizonte puede ser finito
o infinito. El objetivo final de cualquier modelo de inventarios es el de dar una

respuesta a dos preguntas:
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1. ;Qué cantidad de articulos debe pedirse?

2. jCuando deben pedirse?

La respuesta a la primera pregunta se expresa en términos de lo que llamamos
tamano del pedido. Esto representa la cantidad éptima que deben ordenarse cada
vez que se haga un pedido y pueden variar con el tiempo, dependiendo de la situacién
que se considere. La respuesta a la segunda interrogante depende del tipo de sistema
de inventarios. Si el sistema requiere “revision periddica” en intervalos de tiempos
iguales (por ejemplo, cada semana o cada mes), el tiempo para adquirir un nuevo
pedido suele coincidir con el inicio de cada intervalo de tiempo. Por otra parte, si el
sistema es de tipo “revision continua”, el nivel de inventario es el que indica cuando
debe colocarse un nuevo pedido.

Por lo tanto, se puede expresar la solucién del problema general de inventarios

de la manera siguiente:

1. Caso de la revisiéon periédica: recepcion de un nuevo pedido por cantidad

especifica en intervalos de tiempos iguales.

2. Caso de revisién continua: cuando el nivel de inventario llega a un punto

especifico se coloca un nuevo pedido.

Desde el punto de vista matematico el modelo de inventarios resulta ser més

complejo a medida que aumente el horizonte de planeacion del problema.

2.2.4. Costos

Las decisiones que se tomen en relacién con los inventarios de la empresa, tiene
consecuencia sobre el desarrollo de la misma, ya que una de ellas puede conducir a la
empresa a problemas financieros por sobreinversién de inventarios o de lo contrario, a
pérdidas de mercado por carecer de los mismos. Cuanto mayor sea el nivel promedio
del inventario, mayor serd el costo total de inversién o produccién. El general, los
costos en que puede incurrir una empresa a consecuencia de las decisiones para

establecer los niveles de inventarios se pueden agrupar de la siguiente manera:
1. Costos por pedido o preparacion.
2. Costos por adquisicién de inventario.
3. Costos por mantener en inventario.
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Costo total asociado al
manejo de inventario

Costo total minimo
Costo de

almacenamiento

Costo de
adquisicion

Costo

=
Cantidad Cantidad de pedido
6ptima de pedido

Figura 2.1: Relacién entre costos asociados y cantidad de pedido

4. Costos por escasez de inventario.

Dichos costos serdn descritos detalladamente en el Capitulo 5.

El problema de los inventarios es que su nivel no debe ser tan alto que represente
un costo extremo al tener paralizado un capital que podria emplearse con provecho,
de igual forma, un nivel bajo provocaria que la empresa produzca sobre pedido (en
el caso de una empresa productiva) y una situacién desfavorable por no satirfacer
de inmediato las demandas de los clientes. La empresa debe determinar el nivel
apropiado de inventarios que equilibra estos dos extremos, como se muestra en la

Figura 2.1.

2.3. Modelos clasicos de inventarios

El problema general de inventarios parece ser sencillo, pero en realidad existen
variedad de modelos que van desde el empleo del simple Célculo (Figura 2.1) hasta
refinadas aplicaciones de programacion dindmica y matemadtica, la razén de esto es la
demanda. Es dificil idear un modelo general de inventarios que tome en cuenta todas
las variaciones de los sistemas reales, incluso, atin si puede ser formulado un modelo
lo suficientemente general tal vez no sea posible su resolucién analitica. Sin embargo,
es muy facil utilizar el criterio de la probabilidad para determinar los inventarios
de seguridad. Los modelos descritos a continuacion, suponen que la demanda en
un periodo tiene una distribucién normal con una media y una desviacién estandar
conocidas. Este enfoque sélo considera la probabilidad de quedarse sin inventario,

no la cantidad de unidades faltantes.
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2.3.1. EOQ (Economic Order Quantity)

En 1915, F. W. Harris desarroll6 la conocida férmula de la cantidad econémica
de la orden (EOQ, Economic Order Quantity). Después, esta férmula obtuvo un
amplio uso en la industria gracias a los esfuerzos de un consultor llamado Wilson;
por lo tanto, con frecuencia esta férmula se conoce como cantidad econémica de la
orden de Wilson. La cantidad econémica de la orden y sus variaciones todavia se
aplican ampliamente en la industria para la administracién de inventarios sujetos a
una demanda independiente.

El modelo de la cantidad econémica de la orden se basa en los siguientes supuestos:

s [a tasa de demanda es constante.

» El tiempo de espera desde la colocacién de la orden del pedido hasta la entrega

de la misma es constante y conocido.
= No se permite algin faltante de inventario.
= Los articulos o los materiales se ordenan o se producen en un lote.

= El costo unitario del articulo es constante y no se conceden descuentos por

mayoreo.

= El costo de mantenimiento se relaciona linealmente con el nivel promedio del

inventario.

= El articulo es de tipo individual, sin interacciones con otros en el inventario.

A pesar de estas suposiciones aparentemente restrictivas, el modelo de la EOQ
suministra lineamientos ttiles para tomar decisiones de orden, atin en situaciones de
operacién que divergen sustancialmente de estas suposiciones. Al elegir el tamanio
del lote, existe una negociacién entre la frecuencia del ordenamiento y el nivel del
inventario. Los lotes pequenos conducirdn a reordenamientos frecuentes, pero a un
nivel promedio bajo del inventario. Si se ordenan lotes més grandes, la frecuencia
del ordenamiento disminuird, aunque se mantendra més inventario. Esta negociacion

puede representarse por medio de una ecuacién matemética
25D
= 2.1
Q=15 21)
donde:

D = tasa de la demanda, unidades por ano.
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S = costo por orden colocada o costo de preparacién.

C = costo unitario del articulo.

i = tasa anual de mantenimiento de inventario (porcentaje).

() = tamano del lote (unidades).

La ecuacién 2.1 es la EOQ), la cual minimiza el costo de administrar un articulo
en el inventario. Aunque se minimizoé el costo sobre una base anual, puede usarse
cualquier unidad de tiempo siempre y cuando la tasa de la demanda y la de man-
tenimiento sean compatibles; por ejemplo, si la demanda se expresa sobre una base
mensual, la tasa de mantenimiento también debe serlo.

A menudo, la EOQ se aplica en la manufactura para calcular los tamanos apropia-
dos de las 6rdenes (de los proveedores) y los tamanos de los lotes (para produccién) y
en muchas cadenas de suministro de la industria de servicios. Los restaurantes usan
la EOQ para estimar el tamano de la orden para los alimentos y otros suministros;
las empresas mds grandes emplean la EOQ para administrar los inventarios de sus
suministros de oficina y las empresas farmacéuticas que trabajan con base en 6rdenes
postales (servicio de pago emitida por medio del servicio de correos) utilizan la EOQ
para estimar los tamanos de las 6rdenes para el reabastecimiento de sus almacenes.
Los siguientes dos sistemas de administraciéon de inventarios se basan en el modelo

de la cantidad econdémica de la orden.

2.3.2. Modelo de Gestién de Inventarios con base al Sistema

de Revision Continua

En un sistema de revisién continua, la posicién del inventario se controla después
de cada transicién o en forma continua. Cuando la posicién del inventario disminuye
hasta un nivel predeterminado, o punto de reorden, se ordena una cantidad fija. Ya
que la cantidad de la orden es fija, el tiempo entre las 6rdenes varia de acuerdo con
la naturaleza aleatoria de la demanda. El sistema de revisiéon continua algunas veces
se denomina sistema fijo de la cantidad de la orden, y en otras, sistema Q.

En la préctica, la mayorfa de las veces, se tiene un tiempo de fabricacién o de
retraso, desde el instante en que se coloca una orden hasta que ella es realmente
entregada, en consecuencia, en el modelo la politica de pedidos debe especificar con
claridad el punto de reordenamiento o reposicién, este debe ocurrir cuando queden
L unidades de tiempo previo a la entrega.

En general, esta informacién se puede traducir convenientemente para su imple-

mentacion préctica especificando solo el nivel de inventario en que se debe volver
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a pedir. Esto es equivalente a observar continuamente el nivel del inventario hasta
que se alcance el punto de reorden.
Con base a lo anterior podriamos resumir que el sistema de revisién continua

queda determinado por los siguientes pardmetros:

1. @, que se determina como el valor de la cantidad econémica de la orden a

partir de la ecuacién de EOQ.

2. R, que denotara al punto de reorden, se basa principalmente en la probabilidad

de los faltantes de inventario.
El punto de reorden se obtiene a partir de la siguiente ecuacién
R=m+s

donde
m es la demanda media (promedio) durante el tiempo de espera,
s es el inventario de seguridad (o inventario de amortiguacion).

El inventario de seguridad puede calcularse como:

donde
z es un factor de seguridad,
o es la desviacion estandar de la demanda durante el tiempo de espera.

De esta manera, se tiene:

R=m+ zo

Por consiguiente, el punto de reorden se establece como igual a la demanda
promedio durante el tiempo de espera (m) m&s un nimero especificado (z) de las
desviaciones esténdar (o) para protegerse contra faltantes de inventarios. Al decidir
el valor de z, el nimero de desviaciones estdndar, la empresa determina tanto el
punto de reorden como el nivel de servicio. Un alto valor de z da como resultado un
alto punto de reorden y un alto nivel de servicio.

Los valores de z provienen de la distribucién normal. Este nivel de servicio repre-
senta la probabilidad de que la demanda durante el tiempo de espera quede satisfecha
mediante el empleo de un inventario de seguridad. Esto es lo mismo que decir que

la demanda durante el tiempo de espera caerd dentro del nmimero especificado de
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desviaciones esténdar (z) respecto de la media. Cuando una empresa decide cudl
deberd ser el nivel de servicio, la z correspondiente dentro de la distribucién normal

se utiliza para calcular el punto de reorden.

2.3.3. Modelo de Gestion de Inventarios con base al Sistema
de Revisién Periédica

Cuando un inventario se revisa peridédicamente, significa que la revisién solo se
hace en determinados momentos de tiempo; por ejemplo, semanalmente o mensual-
mente. Entre dos momentos de revision, el inventario no se examina.

En los sistemas de revisién periédica, la posicién del inventario se revisa con
base en intervalos fijos. Cuando se ejecuta una revisién, la posicién del inventario
se ordena en funcién de un inventario fijado como meta. El nivel fijado como meta
se establece para cubrir la demanda hasta la siguiente revisiéon periédica més el
tiempo de espera para la entrega. La cantidad de la orden depende de la cuantia
que sea necesaria para volver a colocar la posicién del inventario en su nivel fijado
como meta. Con frecuencia, el sistema de revisiéon periédica se denomina sistema de
intervalos o periodos fijos de la orden, por conveniencia, llamado sistema P.

Una descripcién formal del sistema P es la siguiente:

Debe revisarse la posicién del inventario (el disponible més el ordenado) con base
en intervalos periédicos fijos P. En cada revisién se ordena una cantidad igual a la
diferencia entre el inventario fijado como meta T' y la posicién del inventario.

El inventario disponible disminuye sobre una base irregular a medida que se usa
para satisfacer la demanda, hasta que se alcanza el final del intervalo periédico fijo.
En ese momento se ordena una cantidad para volver a llevar la posicién del inventario
al nivel fijado como meta, denotada por T'. La orden llega mds tarde, después del
tiempo de espera L y, luego, se repite el ciclo de consumo, reordenamiento y recepcién
de la orden.

El sistema P es diferente del Q en ciertos aspectos:

1. No tiene un punto de reorden, sino un nivel de inventario fijado como meta.

2. No tiene una cantidad econémica de la orden ya que la cantidad de la orden

varia de acuerdo con la demanda.

3. En el sistema P, el intervalo de la orden es fijo; en un sistema Q, una orden

puede colocarse siempre que se necesite inventario.
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El sistema P se determina a través de los pardmetros, P y 7. Ya que P es el
tiempo entre las 6rdenes, se relaciona con la cantidad econémica de la orden que se

describe a continuacion:

P=Q/D
donde
Q= EOQ

Posteriormente, al sustituir () en la férmula de la cantidad econémica de la orden,

P_Q_l\/ZSD_\/ZS
D DV ic ViCD

La ecuacién proporciona un intervalo de revisién aproximadamente 6ptimo P.

se tiene:

Se observa que, si la demanda es altamente incierta, la aproximaciéon de P serd
deficiente.

El nivel del inventario fijado como meta se establece especificando un nivel de
servicio. En este caso, el nivel fijado como meta se determina a un nivel lo suficien-
temente alto para cubrir la demanda durante el tiempo de espera més el intervalo
de revision periédica. Este tiempo de cobertura es necesario ya que una orden no
puede volverse a colocar hasta el final del siguiente intervalo de revisién y esa orden
tomard el tiempo de espera conveniente para llegar. Para lograr el nivel de servicio
especificado, la demanda promedio debe cubrirse a lo largo del tiempo P + L y el

inventario de seguridad también debe cubrir el tiempo P+ L; por lo tanto, se obtiene
T=m'+¢

donde

T es el nivel del inventario fijado como meta,

m' es la demanda promedio a lo largo del tiempo P + L,

s' es el inventario de seguridad para cubrir P + L unidades de tiempo.

Para el inventario de seguridad, se tiene

donde

z es el factor de seguridad,

o' es la desviacién esténdar de la demanda a lo largo del tiempo P + L.

Del mismo modo que en el sistema Q, z refleja el nivel deseado de servicio.

En la industria, tanto los sistemas Q y P, asi como las modificaciones a los

mismos, se utilizan ampliamente para la administraciéon de un inventario sujeto a
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una demanda independiente. Los ejemplos de los inventarios con demandas indepen-
dientes estdn en los inventarios de los mayoristas, los minoristas, los restaurantes, los
hospitales, los bienes terminados en fdbricas y en los almacenes de establecimientos
de mantenimiento, reparaciones y operaciones. La eleccion entre los sistemas Q y P
no es sencilla y puede dictarse por las practicas de la administracion o la economia;

no obstante, existen algunas condiciones en las cuales puede optarse por el sistema
Poel Q:

1. Debe usarse el sistema P cuando deben colocarse o entregarse érdenes a inter-
valos especificos; las entregas semanales de alimentos a tiendas de abarrotes

serfan un ejemplo.

2. El sistema P debe emplearse cuando se ordenan articulos multiples a partir
del mismo proveedor y se entregan en el mismo embarque. En este caso, el

proveedor prefiere consolidar los articulos en una sola orden;

Existen otros modelos y tipos de solucién para un sistema de inventarios, los
descritos anteriormente fueron retomados de [7] y son los més usados comunente en

las empresas.
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Capitulo

Procesos de decisiéon de Markov

Los procesos de decisiéon de Markov llamados asi en honor del ruso Andrei A.
Markov, estudioso de la Estadistica, fueron introducidos originalmente por Bellman
y han sido estudiados a profundidad en anélisis de decisiones e investigacién de
operaciones desde la década de los 50’s [16].

La teorfa de Procesos de Decisién de Markov (PDMs) permite modelar perfec-
tamente a los sistemas de inventarios. Los PDMs son aquellos procesos que son
observados de forma periédica, bajo incertidumbre en sus movimientos y tienen una
gran variedad de aplicaciones, los PDMs proporcionan herramientas bésicas para el
andlisis de muchos problemas en ingenieria, economia, finanzas, inteligencia artificial,
telecomunicaciones, entre otras. Un proceso de decisién de Markov estd constituido
mediante un modelo conocido como Modelo de Control de Markov (MCM), cuyas
componentes permiten caracterizar su desarrollo en el transcurso del tiempo. En el
drea de procesos de decisién de Markov se consideran modelos de decisién secuencial.
Un modelo de decisién secuencial se describe de la siguiente manera:

En un punto especifico de tiempo, un agente (tomador de decisiones o contro-
lador) observa el estado de un sistema, de acuerdo con el estado observado, el agente
elige una accién (decisioén o control). La decisién tomada tiene dos consecuencias in-

mediatas:

1. el agente incurre en un costo (o recibe una recompensa), y

2. el sistema evoluciona a un nuevo estado en un punto subsecuente de tiempo
de acuerdo a una distribucién de probabilidad condicionada por la eleccién de

la accion.

En el drea de Procesos de decisién de Markov se consideran modelos de de-
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cisién secuencial con la propiedad markoviana en el conjunto de acciones disponibles,
los costos (recompensas) y las probabilidades de transicién. Es decir, las acciones
disponibles, los costos (recompensas) y la probabilidades de transicién dependen
unicamente del estado y la accién actual del sistema y no de los estados ocupados y
acciones elegidas en el pasado [12].

En este capitulo se describen los elementos de los Procesos de Decision de
Markov, asi como también las politicas de decisién, el proceso estocdstico inducido
y los criterios de rendimiento, por iltimo se describe el problema de decisién y como
se resuelve mediante Programacién Dindmica. Los conceptos han sido retomados de
16 y [,

3.1. Modelo de decisiéon de Markov

Un proceso de desicién de Markov estocéstico, a tiempo discreto, es un modelo
matemadtico de un sistema dindmico cuyo comportamiento es aleatorio, el cual es
observado periédicamente y su conducta puede ser regulada o influenciada por la
elecciéon adecuada de algunas variables llamadas decisiones, acciones o controles. A

continuacién se decriben cada uno de los elementos de un modelo de decisién de
Markov.

3.1.1. Epocas de decisién

Las decisiones son tomadas en puntos del tiempo referidos como épocas de de-
cisién. Sea T el conjunto de épocas de decisién. T' es un subconjunto de la linea
real no negativa y puede ser clasificado como discreto o continuo y cada uno a su
vez como finito o infinito.

Cuando T es discreto, las decisiones son tomadas en todas las épocas de decisién.
En este caso, el tiempo es dividido en periodos o etapas, donde cada época de decisién
corresponde al inicio de un periodo. Puede escribirse 7' = {0, 1,..., N} donde N es
un entero positivo o N = oco. Si N < oo, el problema de decisién es un problema
con horizonte finito. Si NV = oo, el problema es un problema con horizonte
infinito.

En un problema con horizonte finito se adopta la convencién de que ninguna
decisién puede ser tomada en la época V.

Cuando T es continuo, las decisiones pueden ser tomadas en:
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» todas las épocas de decisién (Teoria de control basada en sistemas de ecua-

ciones dindmicas)
= puntos aleatorios de tiempo cuando ciertos eventos ocurren, o

= tiempos oportunos elegidos por el agente o controlador

3.1.2. Conjunto de estados y acciones

En cada época de decision, el sistema ocupa un estado. Sea S el conjunto de todos
los posibles estados del sistema. En una época de decision, el controlador observa
un estado s € S del sistema y elige una accién a € A,, donde A, denota al onjunto

de acciones admisibles cuando el sistema se encuentra en el estado s.

Observacion 3.1 Se puede suponer que S y As no dependen del tiempo, aunque

tambien existen modelos que consideran esa posibilidad. En ese caso se escribe Sy y
As,.

Los conjuntos S y A, pueden ser:

conjuntos arbitrarios finitos,

conjuntos arbitrarios numerables infinitos,

subconjuntos compactos de espacios Euclidianos finito dimensionales,

subconjuntos de Borel no vacios de espacios métricos separables completos.

Sea A = UgesAs. A es llamado el espacio de acciones y en algunos modelos
A, = A, esto es, el espacio de acciones admisibles no depende del estado s del
sistema.

Las acciones pueden elegirse aleatoriamente o deterministicamente. Sea P(Ay) la
coleccion de todas las distribuciones de probabilidad sobre subconjuntos de Borel de
A,. Elegir acciones aleatoriamente significa elegir una distribucién de probabilidad
q(+) € P(As), de tal manera que la accién a es seleccionada con probabilidad ¢(a).
Las distribuciones de probabilidad degeneradas (¢(a) = 1) corresponden a eleccién

de acciones deterministas.

26



3.1.3. Costos o recompensas

Sea c(s,a) una funcién real definida para s € S y a € A,. ¢(s,a) denotard el
valor del costo incurrido en un periodo dado que el sistema se encuentra en el estado
s y se ha tomado la accién a. De manera similar, podria considerarse una funcién
de recompensa (s, a) en vez de la funcién de costo c(s, a).

Desde la perspectiva de los modelos estudiados aqui, es irrelevante cémo se acu-
mula el costo o la recompensa durante el periodo. Solo requerimos que su valor o
valor esperado sea conocido antes de elegir una accién, y que no sea afectado por

acciones futuras. El costo o recompensa podria ser:

= una suma global recibida en un tiempo fijo o aleatorio antes de la siguiente

época de decision,
= acumulado continuamente a lo largo del periodo actual,

= una cantidad aleatoria que depende del estado del sistema en la siguiente época

de decision, o
= una combinacién de lo anterior.

Observacion 3.2 La funcion de costo o recompensa también puede depender del

tiempo, en este caso se escribe ci(s,a) o (s, a).

3.1.4. Probabilidades de transicion

Sea p(j|s, a) una funcién real no negativa. p(j|s,a) denotara la probabilidad de
que el sistema transite al estado j € S dado que el sistema estuvo en el estado s y
el controlador eligié la accién a € A,.

p(j|s,a) es llamada funcién de probabilidad de transicién y debe cumplir que

Zp(j|3,a) =1

JjeS

Observacion 3.3 En muchos casos, la ley de transicion puede ser especificada me-

diante una ecuacion en diferencias de la siguiente forma:

St+1 = f(St, at;%);

t = 0,1,2,..., donde sy es el estado inicial y {w;} es una sucesion de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que pueden tomar valores en
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un espacio arbritario discreto Wy tienen distibucion de probabilidad comin p(w; =
w),w € W, conocida, independiente del estado inicial. Entonces, la ley de transicion

p es dada como

p(Bls,a) = ZIB f(s,a,w))p(w; = w)

weW

donde Ig(-) denota la funcion indicadora del conjunto B.

Observacion 3.4 p también puede depender de t. La probabilidad de transicion,

también puede considerarse dependiente del tiempo, en cuyo caso se escribe pi(jls,a).

3.1.5. Modelo de control de Markov

De acuerdo a lo descrito anteriomente, el modelo de control o decisién de Markov

consiste de cinco elementos:
1. Epocas de decision.
2. Conjunto estados.
3. Conjunto de acciones.
4. Probabilidades de transicion.
5. Costos o recompensas por periodo.

Dicho modelo puede representarse de la siguiente manera:

{T, S, As,p(+|s,a),c(s,a)}

Nota 3.1 En este trabajo se considera T = {0,1,...N} con N < oo y conjuntos de

estados y acciones arbitrarios finitos.

3.2. Politicas

3.2.1. Reglas de decisién

Una regla de decisiéon preescribe un procedimiento para la seleccién de una ac-

cién en cada estado en una época de decision especificada.

Clasificacién de las reglas de decision
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1. Reglas de decisién deterministas markovianas (MD): son funciones
dy - S — A,, las cuales especifican la eleccién de la accién cuando el sistema
se encuentra en el estado s en la época de decision t. Para cada s € S, di(s) €
Ag. Se dicen ser markovianas porque dependen del previos estados y acciones
unicamente a través del estado actual del sistema y son deterministas por elegir

la accién con certeza.

2. Reglas de decisién deterministas dependientes de la historia (HD):
son funciones d; : H; — A,,, donde H; denota el conjunto de todas las historias

hi = (S0, G0, - - -, St—1, a4—1, S¢) del sistema. En este caso dy(h;) € As,.

3. Reglas de decisién aleatorizadas markovianas (MR): son funciones d;
que especifican una distribucién de probabilidad gg, (+) con soporte en el espacio
de acciones. Si P es el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre el
espacio de acciones, entonces d; : S — P(A). En este caso, se debe cumplir la

siguiente restriccion: gq,(s,)(-) € P(As,).

4. Reglas de decisién aleatorizadas dependientes de la historia (HR):
son funciones d; : Hy — P(A). Se debe cumplir que qq,1,)(-) € P(As,) para
toda h; € H;.

Observacién 3.5 Una regla de decision determinista puede ser considerada como
un caso especial de una regla de decision aleatorizada en la cual la distribucion
sobre el conjunto de acciones es degenerada, esto es qq,s,)(a) = 1 0 qa,(ny(a) =1

para alguna a € As.

Sea DX el conjunto de reglas de decision K(K = MD,HD, MR, HR). Los
costos y las probabilidades de transicién estardn dadas en funcién de S'y H;. Para
d;y € DMP | el costo es igual a c(s,d;(s)) y la probabilidad de transicién es igual a
pi(jls,di(s)) y para d; € DIP
transicion es igual a p;(j|s, di(hy)). Si d; €

ci(s,dy(s)) = Z ct(s,a)th(s)(a)

, el costo es igual a ¢;(s,d;(h;)) y la probabilidad de

DME ¢l costo esperado satisface

ac€Ag
y la ley de transicién satisface
pe(jls, di(s Zptﬂsa%lts)( ).
a€As

De manera similar para d; € D
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3.2.2. Politicas

Una politica 7 especifica en cada una de las épocas de decisién la regla de de-
cisién que debe ser usada. La politica proporciona al agente una preescripcién para
la eleccién de una accién bajo cualquier posible estado futuro o historia futura del
sistema, esto es, m = (dg,dy,...,dy_1) donde d; € DE parat = 0,1,...,N — 1,

N < 00. Sea II¥ el conjunto de todas las politicas de clase K.

% = DX x DE x ... x DS _|

Una politica 7 se dice ser estacionaria si d; = d para toda t € T'. Una politica
estacionaria de la forma 7 = (d,d, . ..) es denotada por d*°.
1P denota al conjunto de todas las politicas deterministas estacionarias.

157 denota al conjunto de todas las politicas aleatorizadas estacionarias.

3.3. Proceso estocastico inducido
Un modelo de probabilidad consiste de tres elementos:

1. un espacio muestral 2,
2. una o—4&lgebra de Borel B(2) de subconjuntos medibles de Q y

3. una medida de probabilidad P sobre B(f2).
En un proceso de decisién de Markov con horizonte N < oo,

Q=SxAXSxAx...xAxS=(Sx AN xg,

Un tipico elemento w € Q2 es de la forma w = (so, ag, $1,a1,...,aN_1,SN)-

w es referido como una trayectoria muestral.

Si Sy A son finitos, 2 también lo serd y en este caso B(£2) es igual al conjunto
de todos los subconjuntos de €2 y una medida de probabilidad es una funcién de
probabilidad.

Defina las variables aleatorias X; y Y; como X;(w) = s; y Yi(w) = a; para
t=0,1,...,N N < oo, las cuales toman valores en S'y A, respectivamente. Defina la
historia del proceso Z; como Zy(w) = soy Zi(w) = (So, ag, S1,---,5) paral <t < N.

Sea Py(+) la distribucién del estado inicial del sistema. Una politica aleatorizada
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dependiente de la historia m = (dy, dy, . .., dy_1) induce una medida de probabilidad
P7™ sobre (2, B(2)) a traves de

P"(Xo=35) = P(s),
P (Y,=alZi=h) = qam)la),
PW(Xt—&-l - S‘Zt = (h’t—bat—la 875)7}/;5 = &t) - pt(8|st7at)’

Observacion 3.6 La tercera ecuacion en el bloque de ecuaciones anterior refieja la

propiedad markoviana del proceso estocdstico de control.

La probabilidad de una trayectoria muestral w = (sg, ag, s1, ..., Sy) estd dada
por

PW(SO; ag, S1, - - -, SN) = PO(SO)Qdo(so)(a0>p0(51|307 aO)le(hl)(CLl) cee
QdN,l(hn,l)(GN—l)pN—1(8N|5N—1> CLN—1)

Para w € 1P o & € [TMP 1a expresién anterior se simplifica a
b

P™(sg, a0, 51,--.,55) = Po(s0)po(s1]S0,a0) .. pn-1(sn|sn-1,an—1)

3.4. Criterio de rendimiento

Para especificar un problema de control éptimo, ademds de un sistema dindmico
mediante la ley de transiciéon y un conjunto de politicas, es necesario un criterio
de rendimiento, que también es conocido como indice de funcionamiento o funcién
objetivo. El criterio de rendimiento mide o cuantifica el comportamiento del sistema
al aplicar una politica m € II donde II denota el conjunto de todas las politicas. Los

criterios mas utilizados son:

= Costo total esperado: estd dado por

N-1

J(m,8) = ET | > c(si,a0) + en(sn) | (3.1)

t=

donde ET representa el valor esperado cuando se utiliza la politica 7 = {d;},
dado el estado inicial sy = s. El nimero N en 3.1 es el horizonte de planeacién
y representa el nimero de etapas en las cuales el sistema estard funcionando
y puede ser finito o infinito. Por su puesto que si N = oo entonces la suma en

3.1 podria no converger, al menos para algunas politicas .
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Observacion 3.7 En el caso de que la ley de transicion este especificada me-
diante una ecuacion en diferencias s; 11 = f(S¢, ap, wy), t =0,1,..., N —1 donde
{w¢} es una sucesion de variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas, en algunos modelos se podria tener la funcion de costo por pe-
riodo también dependiente de wy, escribiendo c(sy, ar, wy) en vez de c(Si, ar) en
3.1.

s Costo total descontado:

V(m,s) = EY

Z a‘e(sy, at)] :

t=0
donde « se denomina factor de descuento y es tal que 0 < o < 1.

= Costo promedio esperado: es a largo plazo, por unidad de tiempo

Ulr,s) = lfm %J(W, 5), (3.2)

con J(m,s) como en 3.1.

De hecho, en general se puede garantizar la existencia del limite en 3.2 y por
lo tanto, es costumbre reemplazar el limite ya sea por el limite superior (lim

sup) o por el limite inferior (lim inf), esto es

J(m,s) = A}linoo sup 1J(7r, s),
0
J(m,s) = ]\P—I»I;o inf n 1J(7T, s),

en lugar de 3.2.

Nota 3.2 En este trabajo el criterio de rendimiento que se utilizard serd el costo

total esperado.

3.5. Problema de decisién
Considere un sistema dindmico en tiempo discreto con ley de transicién

St+1 :ft(St,at,Ldt), t:O,]_,...,N—]_, N < o0,
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donde el estado s; es un elemento de un conjunto de estados S, el control a; es
un elemento de un conjunto de acciones A, y la perturbacién aleatoria w; es una
variable aleatoria que toma valores en W. Véase Observacion 3.3.

Dado un estado inicial sg, el problema de decisién o control consiste en encontrar
una politica admisible m = {dy, dy, ...,dy_1} que minimice el costo total esperado

N—-1

J(50,7) = Eugroaony | D, st di(se), i) + en(sn)

t=0

sujeto a la ley de transicién
St11 :ft(st,dt(xt),wt), t:O,l,,N—l

donde L, . .

proceso estocdstico de control que de la sucesién de variables aleatorias indepen-

~_, ©s la esperanza con respecto a la medida de probabilidad del
dientes e indenticamente distribuidas wy, ..., wn_1.
Para un estado inicial dado sy una politica éptima de control 7* es tal que

J(s9, ") = 1;1161%11 J(so,7),

donde II es el conjunto de todas las politicas de control. El costo éptimo corres-
pondiente a sy puede ser denotado por J*(sg); esto es

J*(s0) = 1;161%[1 J(s0, 7).

J* es una funcién que asigna a cada estado inicial sy el costo total esperado
6ptimo J*(sg), es llamada funcién de costo 6ptimo o funcién de valor éptimo.

Los métodos mas usados para resolver el problema de control éptimo son:

= Métodos de programacion matematica.

= Programacion dindmica.

Uno de los métodos con mayor aplicabilidad es la técnica de Programacién
Dindmica (PD), esta técnica a comparacién de otros métodos permite hallar la solu-
cién 6ptima de forma recursiva, lo cual tiene grandes implicaciones desde el punto de
vista computacional, y ademads, se puede extender a problemas de optimizacién mas
generales que el problema de control 6ptimo. La idea fundamental del método de
PD consiste en descomponer el problema en varias etapas, cada una correspondiente
a un subproblema con una sola variable, y resolver el problema en forma secuencial,

por etapas.
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3.5.1. Algoritmo de Programacién Dindmica

La programacion dindmica es una técnica muy simple basada en el principio de
optimalidad. El nombre se debe a Bellman, quien contribuyé a la popularizacién
de la PD y a su transformaciéon a una herramienta sistemética. El principio de
optimalidad en procesos de decision de Markov establece el siguiente hecho:

Sea m* = {d§,d;,...,dy_,} una politica de control éptima para el problema de
decisién. Considere el problema donde se estd en el estado s; en el tiempo 7 y se
quiere minimizar el costo desde el tiempo ¢ hasta el tiempo N, el cual esta dado por

N-1

Ewi,...,wN,l E C(St,dt(St),Wt) + CN(SN) )
t=i
y se asume que cuando usamos 7* el estado s; ocurre con una probabilidad
positiva. Entonces la ley de control truncada {d}, d;,,...,dy_,} es 6ptima para este
subproblema.
Las siguientes observaciones serdn utilizadas en la demostacién del Teorema 1
de Programacion Dindmica. Dicho teorema proporciona el algoritmo para encontar

la funcién de valor J* y la politica éptima 7* para el problema de control éptimo.

Observacion 3.8 1. Sean X y Y dos variables aleatorias discretas independien-
tes que tomas valores sobre conjuntos finitos con funciones de probabilidad
P.(X =) y P,(Y = y) connocidas y sean g : R — Ry f : R* —» R dos

funciones reales. Entonces

a)
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b)
Eoy[f (z.9)] = DD fl@,y)Poy(X =2, =1y)
= Y ) flay)PX =2)P,(Y =y)

— ZP‘”(X =)
= ) P(X =2)E,[f(x,y)]

By [Ey [f (2, y)]]

> fay)P(Y =y)

2. Sean x,y dos variables reales que toman valores en un conjunto finito y sean

g:R—Ryf:R*— R dos funciones reales. Entonces

min [g(z) + f(z,y)] = min |g(x) + min[f(z, y)

Teorema 1 Sea J*(sq) el costo dptimo. Entonces
J*(So) = J[)(So)

donde la funcion Jy esta dada por la ultima iteracion del siguiente algoritmo, el cual

procede hacia atras en el periodo N — 1 al periodo 0:

JN<SN) = CN(SN)
Jt(St) = agf?s)Ewt[Ct(3t7at>wt)+Jt+1(ft(3t,at,wt))]7 (3-3)

t = N—1,N—2,..0

Ademdas, si a; = dj(s;) minimiza el lado derecho de 3.3 para cada s; y t, la ley de

control T = {d}, ...,dy_1} es optima.
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Demostracion.

J* = mi
(z0) min

N-1
E w [Z Ct(stydt(st)awt)+CN(SN)‘|‘|

t
t=0,1,..,N—1
t=0
— { E ven
P TN LA [co(s0,do(S0),wo) + c1(s1,d1(s1),w1) + ... + en(sn)]

_ min Et:O,l?t).f:,N—l [Co(SO,do(SQ),wO)} + Et:O,l?t).f:,N—l [cl(sl,dl(sl),wl)] + ..+

do,dy,...,dN -1 [CN(SN)]

Wi
L = ¢=0,1,..,N—1
Por la observacion 1la

[ By leo(so, do(s0), wo)] +
= min Eoow, [c1(s1,d1(51), w1)] + ...

do,d1,...,dN—1
L im0t N e (sv)]

Por la observacion 1b
_ min E., [co(s0,do(s0),w0)] + Ewy Euw, [c1(s1,d1(s1),w1)] + ...+
do,d1,....dN—1 Eonwl---EwN,l [CN(SN)]

le1(s1,di(s1),w1) + ...
voalenv—i(sv-1,dy—1(@n-1)wn-1) + ...+
en(sw)
Eulco(s0, do(s0),wo) + .4
= min ming, [Ew, c1(s1, di(s1),w1) + ...+
do rnl'Ildel [EwN—1CN—1(SN_1,dN_l([L‘N_l)wN_l) + ...+
CN(SN)...]
Ey,lco(s0,a0,wo) + ...+

ming, e 4, (21) [Bw, €1(51, a1, w1) + ...+

= min

Euolco(s0,do(s0),wo) + -+
E.,
do,dyi,...,dN—1 Ew [

= min
ag€Ap(x0) ming, eay i (en_1) Buy_cN-1(8N-1,aN—_1,WN_1) + ..

CN(SN)...]
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Aplicando esto a la ecuacién J*(sg) usando la sustitucion s;11 = fi(s¢, as,w) e introduciendo

las funciones J; de 1 se obtiene

JN(SN) = CN(SN)
, CN-1(SN-1,aN-1,WN-1) + ..+
In_i(sn-1) = min N1 ( , 7 )
an-1€UN-1(sn-1) InN[fnv—1(sn-1,an—1,wN_1)]

, en—1(sN—1,aN—1,WN—1) + ...+
= min By,
an-1€UN-1(sN-1) enlfv-1(sn—1,an—1,wNn-1)]
= min Euwy_y len—1(sv—1,an—1,wn—1) + cn(sn)]]

aN_1€UN_1(sN—1)
, cN—2(SN—2,aN—2,WN—2) + ...&
JN,Q(SN,Q) = min Ew

2
an_2€UN_2(sN—2)

In-1[fn—2(sN—2,an—2,wN_2)]

cN—2(SN—2,aN—2,WN_2)+

= min Ew2 minal\,flGUNA(SN,I)Ew1 [CNfl(stlaaNflvafl)
aN_2€UN_2(sN_2)
+... +en(sn)]

ev—3(Sn_3,an_3,wN_3) + ..+

In_3(sn—3) = min E,
In—2[fn-3(sN—3,aNn—3,wN_3)]

3
an_3€UN_3(sN—3)

cN—3(sN—3,aN—_3,WwN_3)+

Mg, ety o(sns) Bus[cN—2(SN—2,aN_2,WN_2)
= min Ey, +..+

an—3€UN_3(sN—3)
ming, L cvy_1(sn1) P lcN-1(8N-1,aN_1,WN_1)

| +...+ CN(SN)]]

Continuando con las iteraciones se llega a la igualdad

J*(Sg) = J()(Sg).
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Capitulo

Modelo de inventarios

El problema de inventarios surge cuando una empresa (distribuidora o produc-
tora) no satisface adecuadamente la demanda. Entonces, debe realizar realizar un
almacenamiento o contar con un inventario. El principal objetivo de un sistema de
inventarios radica en definir el nivel de inventario, para poder efectuar los pedidos
con la cantidad necesaria de mercancia, buscando minimizar el costo total del sis-
tema. En este capitulo se presenta un problema de inventarios modelado como un
problema de control de Markov con su respectiva solucién mediante programacién
dindmica. Ademads, se dan a conocer algunas variantes importantes de los modelos

de inventarios que se han considerado en la teoria de procesos de Markov.

4.1. Modelo de inventarios

En un sistema de inventarios, considere el problema de ordenar una cantidad de
cierta mercancia al principio de cada periodo de tiempo para satisfacer una demanda
estocdstica. La teorfa de procesos de decisiéon de Markov es adecuada para modelar
y resolver dicho problema. En un sistema de inventarios, considere el problema de
ordenar una cantidad de cierta mercancia al principio de cada periodo de tiempo
para satisfacer una demanda estocastica. El modeloo de inventarios que se presenta
a continuacién es retomado de [5] pag. 18, y se formula bajo el siguiente conjunto

de suposiciones simples:

1. La decisién de ordenar una cantidad adicional de inventario se realiza al inicio

de cada periodo de revisién y la entrega ocurre inmediatamente.

2. Las demandas del producto llegan a través del periodo pero todas son satisfe-

chas al finalizar el periodo.
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3. Si la demanda excede el inventario, el exceso de la demanda se pierde.

4. Los costos y la distribucién de probabilidad de la demanda no varfan de un

periodo a otro.
5. El producto es vendido s6lo en unidades enteras

6. El almacen tiene una capacidad méaxima de M unidades.

Sea s; el nivel de inventario o stock disponible al principio del periodo ¢, a; la
cantidad ordenada al principio del periodo ¢ y w; la demanda durante el perfodo ¢. Se
supone que {wg, w1, ...} es una sucesién de variables aleatorias independiente e idén-
ticamente distribuidas con probabilidad conocida P(w; = k) = pg, k =0,1,..., D,
donde D < oo es el valor mdximo de la demanda. Observe que, de acuerdo a los
supuestos del modelo, el nivel de inventario s; + a; en el periodo ¢t debe cumplir que
s¢+ay < M y como el exceso de demanda w; — s; — a; se pierde, el nivel de inventario

se desarrolla de acuerdo a la siguiente ecuacién en diferencias:
Sir1 = max{0, s; + a; — wy }.
Finalmente, el costo por periodo estd dado por
c(st, ap,wy) = day + hméx{0, s, + ay — wy } + pméx{0,w; — s, — as},
donde
d es el costo por unidad ordenada,

h es el costo por mantener en inventario una unidad de inventario

p es el costo por unidad no abastecida.

De esa manera, las componentes del modelo de decisién para el modelo de control

de inventarios, quedan especificadas de la siguiente manera:

Epocas de decision: T = {1,2,..., N}, N < oo.

Conjunto de estados: S = {0,1,..., M}.

Conjunto de acciones admisibles: A, = {0,1,2,..., M — s}.

Ley de transicién: s;,1 = méx{0,s; + a; — w;}, donde P(w; = k) = py, k =
0,1,...,D con D < oo.
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» Costo por periodo: ¢(sy, az,wi) = day + hmax{0, s; + a; — w; } + pmax{0, w; —

S¢ — Ay}

La ecuacién de programacion dindmica para el problema de control de inventario,

con horizonte de planeacién N, de acuerdo con la Proposicién 1, es dada como sigue:

In(sn) = cn(sn)
da; + hméax{0, s; + a; — w;}
7 _ ) ol ) o
+(s¢) ate{o,lfg}HM_st} ; +pmax{0,w; — s; — a;}
+Jiy1(méx{0, s; + a; — w; })
t=N-1,N-2..0 (4.1)

donde cy(sy) es el costo terminal.

Ejemplo 4.1 Considere un problema de control de inventario con los siguientes

datos:

» Horizonte de planeacion: N= 4 periodos
s Capacidad del almacen: M= 2 unidades

= La distribucion de probabilidad de la demana w para todos los periodos, dada

por:
P(w=0)=0.1, Plw=1)=0.5, Pw=2)=04
» La cantidad maxima de la demanda: D= 2
» Costo por ordenar una unidad: d = 2
s (Costo por mantener una unidad en inventario: h = 2
s (Costo por escasez de una unidad: p = 3
» cy(s)=0
La ecuacion de inicio para el algoritmo de programacion dindmica 4.1 es

Ji(s4) = cn(s4) =0 para sy =0,1,2
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El algoritmo toma la forma

T(ss) = min }Ew { 2a; + 2max{0, s; + a; —w} + 3max{0,w — s — a.} }

+Jip1(méx{0, s; + a; — w})
o [ 2méax{0,s; +a; — k}+
= min 2a; + Z 3méx{0,k — s, —a;}+ Pw=k)
\ F=0\ Jip1(méx{0, s; + a; — k})
2méx{0, s; + a; — 0}+
2a; + | 3méx{0,0 — s, — a;}+ (0,1)
Ji+1(méx{0, s; + a; — 0})
2méx{0, s, + a; — 1}+
= min + | 3max{0,1—s; —a;}+ (0,5)
Ji+1(max{0, s; + a; — 1})
2max{0, s; + a; — 2}+
+ | 3max{0,2 —s; — a;}+ (0,4)
\ Jip1(max{0, s; + a; — 2}) )

)

donde s; € S que puede tomar valores {0,1,2 }.
FEtapa 3 t=3
FEstado s;3 =0

2a3 + (2méax{0, as} + 3 max{0, —a3})(0.1)

J3(0) = g{lgrll2} +(2méx{0, a3 — 1} + 3max{0,1 — as})(0.
as s

+(2méax{0, a3 — 2} + 3méx{0,2 — as})(0

5)
4)
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Para cada uno de los tres valores posibles de ag, calculamos el valor entre corchetes:

Cuando as toma el valor de 0:

2(0) + (2méx{0,0} + 3méx{0,0})(0.1) +

(2méax{0, —1} + 3max{0,1})(0.5) + (2max{0, —2} + 3 méx{0,2})(0 .4)
= (3)(0.5)+ (6)(0.4) = 3.9

Cuando as toma el valor de 1:

2(1) + (2méx{0, 1} + 3max{0,—1})(0.1) +

(2méx{0,0} + 3m&x{0,0})(0.5) + (2max{0, —1} + 3max{0,1})(0.4)
= 2+4(2)(0.1)+(3)(0.4) = 3.4

Cuando as toma el valor de 2:

2(2) + (2méx{0,2} + 3max{0,—2})(0.1) +

(2méax{0,1} + 3méax{0, —1})(0.5) + (2max{0,0} + 3max{0,0})(0.4)
= 4+ (4)(0.1)+(2)(0.5) =54

Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es as = 1, teniendo
J3(0) =3.4  con d;(0) =1

FEtapat =3
FEstado s;3 =1

2a3 + (2max{0,1 + ag} + 3mdx{0, —1 — az})(0.1)

J3(1) = rél{ionl} +(2max{0,0 + a3z} + 3méax{0,0 — az})(0.5)
as )

+(2méx{0, —1 + a3z} + 3méx{0,1 — az})(0.4)

Para cada uno de los dos valores posibles de az calculamos el valor entre corchetes:

Cuando as toma el valor de 0:

2(0) + (2méx{0,1} + 3max{0,—1})(0.1) +

(2méx{0,0} + 3méx{0,0})(0.5) + (2max{0, -1} + 3max{0,1})(0.4)
= (2)(0.1)+(3)(0.4) =14

Cuando as toma el valor de 1:

2(1) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2})(0.1) +

(2méx{0, 1} + 3méx{0, —1})(0.5) + (2max{0,0} + 3 max{0,0})(0.4)
= 24+ (4)(0.1) + (2)(0.5) = 3.4
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Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es ag = 0, teniendo
J3(1) =14  con di(1) =0

FEtapat =3
Estado s3 = 2
2a3 + (2méax{0,2 + az} + 3max{0, —2 — az})(0.1)
J3(2) = agréi{%} +(2max{0,1 + a3z} + 3méax{0,—1 — az})(0.5)
+(2méx{0,0 + az} + 3méax{0,0 — asz})(0.4)
= 2(0) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2})(0.1) +
(2max{0, 1} + 3max{0, —1})(0.5) + (2max{0,0} + 3 max{0,0})(0.4)
= (4)(0.1) 4+ (2)(0.5) =1.4

Teniendo
J3(2) =14 con d3(2) =0
FEtapa t =2
FEstado s, =0
2a5 + (2méx{0,as} + 3max{0, —az} + J3(mdx{0,a2}))(0.1)
J2(0) = Er?gri 2 +(2méx{0,a9 — 1} + 3max{0,1 — as} + J3(mdx{0, a2 — 1}))(0.5)
U 42max{0, a0 — 2} + 3max{0,2 — as} + J5(méx{0, as — 21))(0.4)

Calculamos para cada uno de los tres valores posibles de as el valor entre corchetes:

Cuando ay toma el valor de 0:

2(0) + (2max{0,0} + 3max{0,0} + J3(max{0,0}))(0.1)
+(2méx{0, —1} + 3max{0, 1} + J3(méx{0,—1}))(0.5)
+(2méx{0, —2} + 3max{0, 2} + J3(méx{0,—2}))(0.4)

= (3.4)(0.1) + (6.4)(0.5) + (9.4)(0.4) = 7.3
Cuando ay toma el valor de 1:
2(1) + (2méx{0,1} + 3max{0, —1} + J3(max{0,1}))(0.1)
+(2max{0,0} + 3max{0,0} + J3(médx{0,0}))(0.5)
+(2max{0, —1} + 3max{0, 1} + J3(méx{0, —1}))(0.4)
= 2+ (3.4)(0.1) + (3.4)(0.5) + (6.4)(0.4) = 6.6
Cuando ay toma el valor de 2:
2(2) + (2méx{0,2} + 3max{0, —2} + J3(mdx{0,2}))(0.1)
+(2méax{0, 1} + 3méx{0, —1} + J3(max{0,1}))(0.5)
+(2max{0,0} + 3max{0,0} + J3(médx{0,0}))(0.4)
= 44 (5.4)(0.1) + (3.4)(0.5) + (3.4)(0.4) = 7.6
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Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es as = 1 teniendo

J2(0) =6.6 con d;(0) =1

FEtapat =2
FEstado s, =1
2a3 + (2méx{0,1 4+ ag + 3méx{0, —1 — as} + J3(max{0,1 + a2}))(0.1)
Ja(1) = 2{1{1’511} +(2méx{0,0 + as} + 3max{0,0 — as} + J3(mdx{0,0 + a2}))(0.5)

+(2méx{0,—1+4 a2} + 3méx{0,1 — as} + J3(mdx{0, —1 + a2}))(0.4)

Calculamos para cada uno de los dos valores posibles de as el valor entre corchetes:

Cuando ay toma el valor de 0:
2(0) + (2méx{0, 1} + 3max{0, —1} + J3(max{0, 1}))(0.1)
+(2méx{0,0} + 3max{0,0} + J3(méx{0,0}))(0.5)
+(2méx{0, —1} + 3mdax{0, 1} + J3(méx{0, —1}))(0.4)
= (3.4)(0.1) + (3.4)(0.5) + (6.4)(0.4) = 4.6
Cuando ay toma el valor de 1:
2(1) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2} + J3(max{0,2}))(0.1)
+(2méx{0, 1} + 3méx{0, —1} + J3(max{0,1}))(0.5)
+(2méx{0,0} + 3max{0,0} + J3(méx{0,0}))(0.4)
= 2+ (5.4)(0.1) + (3.4)(0.5) + (3.4)(0.4) = 5.6

Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es ay = 0 teniendo

Jo(1) =4.6  con dy(1) =0

FEtapat =2
Estado sy = 2
2as + (2max{0,2 + a2} + 3méx{0, —2 — as} + J3(max{0,2 + a2}))(0.1)
J2(2) = ml%

+(2méx{0,1 + as} + 3max{0, —1 — az} + J3(mdx{0,1 + a2}))(0.5)
+(2max{0,0 + az} + 3max{0,0 — az} + J3(max{0,0 + az}))(0.4)
2(0) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2} + J3(médx{0, 2}))(0.1)
= +(2méx{0, 1} + 3max{0, —1} + J5(max{0, 1}))(0.5)
(2méx{0,0} + 3max{0,0} + J5(max{0,0}))(0.4)
= (5.4)(0.1) + (3.4)(0.5) + (3.4)(0.4) = 3.6

Teniendo

J2(2) =3.6  con dy(2) =0
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FEtapa t =1
FEstado s1 =0

{ 2a1 + (2méax{0, a1} + 3mdx{0, —a;} + Jo(max{0,a;}))(0.1) }

J1(0) =  min

Jin +(2méx{0,a; — 1} + 3max{0,1 — a1 } + Jo(mdx{0,a; — 1}))(0.5)
ay s Ly

+(2méx{0,a1 — 2} + 3mix{0,2 — a1 } + Jo(max{0,a; — 2}))(0.4)

Calculamos para cada uno de los tres valores posibles de ay el valor entre corchetes:

Cuando a, toma el valor de 0:

2(0) + (2méx{0,0} + 3max{0,0} + Jo(max{0,0}))(0.1)
+(2max{0, —1} + 3méax{0, 1} + Jo(méax{0,—1}))(0.5)
+(2méx{0, —2} + 3max{0, 2} + Jo(médx{0,—2}))(0.4)

= (6.6)(0.1) 4+ (9.6)(0.5) + (12.6)(0.4) = 10,5
Cuando a, toma el valor de 1:
2(1) + (2méx{0,1} + 3max{0, —1} + Jo(max{0,1})(0.1)
+(2max{0,0} + 3max{0,0} + Jo(médx{0,0}))(0.5)
+(2max{0, —1} + 3médx{0, 1} + Jo(max{0,—1}))(0.4)
= 2+ (6.6)(0.1) + (6.6)(0.5) + (9.6)(0.4) = 9.8
Cuando a, toma el valor de 2:
2(2) + (2max{0, 2} + 3max{0, —2} + Jo(max{0,2}))(0.1)
+(2méx(0,1) + 3max{0, —1} + Jo(max{0,1}))(0.5)
+(2max(0,0) + 3méx{0,0} + Jo(max{0,0}))(0.4)
= 4+ (7.6)(0.1) 4 (6.6)(0.5) + (6.6)(0.4) = 10.7

Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es a; = 1 teniendo

J1(0) =9.8 con dy(0) =1

FEtapat =1
FEstado s1 =1
2a1 + (2max{0,1 + a1} + 3méx{0, —1 — a1} + J2(max{0,1 + a1}))(0.1)
Ji(1) = Ien{lgll} +(2méx{0,0 + a1} + 3max{0,0 — a1 } + Jo(mdx{0,0 + a1 }))(0.5)

+(2méx{0,—1 + a1} + 3max{0,1 — a1} + Jo(max{0,—1 4+ a; }))(0.4)
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Calculamos para cada uno de los dos valores posibles de ay el valor entre corchetes:

Cuando a, toma el valor de 0:
2(0) 4+ (2méx{0, 1} + 3max{0, —1} + Jo(max{0,1}))(0.1)
+(2max{0,0} + 3max{0,0} + Jo(méx{0,0}))(0.5)
+(2méx{0, —1} + 3mdax{0, 1} + Jo(méx{0, —1}))(0.4)
= (6.6)(0.1) + (6.6)(0.5) + (9.6)(0.4) = 7.8
Cuando a, toma el valor de 1:
2(1) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2} + Jo(max{0,2}))(0.1)
+(2méx{0, 1} + 3méx{0, —1} + Jo(max{0,1}))(0.5)
+(2méx{0,0} + 3max{0,0} + Jo(mdx{0,0}))(0.4)
= 24 (7.6)(0.1) + (6.6)(0.5) + (6.6)(0.4) = 8.7

Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es a; = 0 teniendo

Ji(1) =78  con di(1)=0

Etapat =1
FEstado s; = 2
2a1 + (2méx{0,2 4+ a1} + 3méx{0, —2 — a1} + Jo(max{0,2 + a; }))(0.1)
Ji1(2) = Heui{r(l)} +(2méx{0,1 4+ a1} +3méx{0,—1 — a1} + Jo(mdx{0,1 + a1 }))(0.5)

+(2max{0,0 + a1} + 3mix{0,0 — a1} + Jo(max{0,0 + a1}))(0.4)
2(0) + (2méx{0,2} + 3méx{0, —2} + Jo(max{0,2}))(0.1)
= +(2méx{0,1} + 3mdx{0, —1} + Jo(méx{0,1}))(0.5)
(2méx{0,0} + 3mdx{0,0} + J2(max{0,0}))(0.4)
(7.6)(0.1) + (6.6)(0.5) + (6.6)(0.4) = 6.7

Teniendo
J1(2) =6.71  con di(2) =0
Etapa t =0
Estado so =0
2a9 + (2méx{0, ap} + 3méx{0, —ag} + J1 (max{0, ap}))(0.1)
J1(0) = Er?gri 2 +(2méx{0,ap — 1} + 3max{0,1 — ag} + J1 (mdx{0,ao — 1}))(0.5)
. +(2méx{0, ag — 2} + 3max{0,2 — ag} + J1 (max{0, ag — 2}))(0.4)
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Calculamos para cada uno de los tres valores posibles de aqg el valor entre corchetes:

Cuando ag toma el valor de 0:

2(0) + (2méx{0,0} + 3max{0,0} + J;(max{0,0}))(0.1)
+(2méax{0, —1} + 3méax{0, 1} + J;(méx{0,—1}))(0.5)
+(2méax{0, —2} + 3méax{0, 2} + J;(méx{0, —2}))(0.4)

= (9.8)(0.1) + (12.8)(0.5) + (15.8)(0.4) = 13.7
Cuando ag toma el valor de 1:
2(1) + (2max{0,1} + 3max{0, —1} + J;(max{0,1}))(0.1)
+(2max{0,0} + 3max{0,0} + J;(méx{0,0}))(0.5)
+(2max{0, —1} + 3méax{0, 1} + J;(méx{0,—1)))(0.4)
= 2+ (9.8)(0.1) + (9.8)(0.5) + (12.8)(0.4) = 13
Cuando ag toma el valor 2:
2(2) + (2méx(0,2) + 3 max{0, —2} + J;(max{0,2}))(0.1)
+(2méx(0,1) + 3max{0, —1} + J;(max{0,1}))(0.5)
+(2méx(0,0) + 3max{0,0} + J;(méx{0,0}))(0.4)
= 44 (10.7)(0.1) + (9.8)(0.5) + (9.8)(0.4) = 13.89

Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es a; teniendo
J1(0)=13 con dj(0)=1

Etapat =0
Estado s =1

{ 2ap + (2max{0,1 + ap} + 3méx{0, —1 — ap} + J1 (max{0,1 + ao}))(0.1) }

Jo(1) = min

min +(2méx{0,0 + ap} + 3max{0,0 — ag} + J1 (max{0,0 + ag}))(0.5)
ao s

+(2 méx{O, -1+ a()} + Smé,x{(), 1-— a()} + J1 (mzix{O, -1+ a(]}))(04)

Calculamos para cada uno de los dos valores posibles de aq el valor entre corchetes:

Cuando ag toma el valor de 0:
2(0) + (2méx{0,1} + 3max{0, —1} + J;(max{0,1}))(0.1)
+(2méx{0,0} + 3méx{0,0} + J;(méx{0,0}))(0.5)
+(2méx{0, —1} + 3méx{0, 1} + J;(max{0,—1}))(0.4)
= (9.8)(0.1) + (9.8)(0.5) + (12.8)(0.4) = 11
Cuando ag toma el valor de 1:
2(1) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2} + J;(méx{0,2})(0.1)
+(2méax{0, 1} + 3méx{0, —1} + J;(max{0,1}))(0.5)
+(2max{0,0} + 3max{0,0} + J;(méx{0,0}))(0.4)
= 2+ (10.7)(0.1) + (9.8)(0.5) + (9.8)(0.4) = 11.89
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Por lo tanto, la eleccion de minimizacion es ag = 0 teniendo
Jo(1) =11 con  di(1)=0

FEtapat =0
Estado sy = 2

2a0 + (2médx{0,2 + ap} + 3méx{0, —2 — ag} + J1 (max{0,2 + ap}))(0.1)
Jo(2) = a,?éi{%} +(2méx{0,1 4 ap} + 3max{0, —1 — ag} + J1 (max{0,1 + ap}))(0.5)
+(2méx{0,0 4+ ag} + 3méx{0,0 — ag} + J1 (méx{0,0 + ap}))(0.4)
2(0) + (2méx{0, 2} + 3max{0, —2} + J; (mdx{0,2}))(0.1)
= +(2méx{0,1} + 3max{0, —1} + J; (méx{0,1}))(0.5)
+(2méx{0,0} + 3 méx{0,0} + J1 (max{0,0}))(0.4)
(10.7)(0.1) + (9.8)(0.5) + (9.8)(0.4) = 9.89

Teniendo
Jo(2) =9.89  con d5(2) =0

Resultados

Los resultados se resumen en las Tablas 4.1 y 4.2. La interpretacion de la Tabla
4.1 es la siguiente: en cualquier época de decision t=0,1,2,3 si estado del inventario
es cero la decision dptima es ordenar una unidad del producto y en otro caso la

decision es no ordenar.

Estados
Epocas de decisién |0 |1 | 2
3 11010
2 11010
1 11010
0 11010

Tabla 4.1: Accién de control 6ptima

Asi, la politica optima (dg(so), dj(s1),d5(s2),d5(s3)) de ordenar que se ha encon-

trado puede expresarse como

1, sis; =0
di(s;) = ’
t(st) {0, si s, >0

Los costos esperados minimos acumulados a partir de cada época de decision
en adelante para cada estado se muestran en la Tabla 4.2. El costo total esperado

minimo para cada estado tnicial se muestra en el ultimo renglon.
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Estados

Epocas de decisién | 0 | 1 2
3 34114 14
2 6.6 | 4.6 | 3.6
1 9.8 78| 6.7
0 13 | 11 | 9.89

Tabla 4.2: Costo

Ejemplo 4.2 Para facilitar los calculos se realizé un programa en Matlab (ver
Apéndice A); a continuacion se muesta los datos de entrada del programa y los

resultados obtenidos para otro problema con mayor complejidad.

= Sea p = [0.040,0.160, 0.800, 0.120, 0.080, 0.080, 0.160, 0.080, 0.200] el vector de

probabilidad de la demanda.

= Horizonte de planeacion N = 8 Periodos

= (Costo por ordenar = 1.2

= (Costo por mantener una unidad en almacen = 3

» Costo de escasez por unidad = 4
= La marima capacidad =7

= (Costo terminal igual a 0

Los resultados obtenidos son:

El programa genera la sucesion de acciones optimas y se muestran en la tabla

4.3. La interpretacion de dicha tabla es igual a la que se menciono en el ejemplo

4.1,

Los costos acumulados apartir de cada epoca de decision para cada estado se
muestra en la Tabla 4.4. El costo total esperado minimo para cada estado inicial s

es el que se encuentra en el primer renglon de la tabla.

Nota 4.1 En este caso se considerd una capacidad maxima menor a la cantidad

mdzima posible que se puede pedir en la demana.
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Estados
34

Epocas de decisién
1

NN Q[ =R[D[D

W N|o|lo|k|w| N
R (P |Od|o|~|O
DD AN | R[S =
oo |w| e o s|N
Wl W o~
Wl | R[S S| S| |
N R RO (S| S
S| D[N

4
Tabla 4.3: Politica 6ptima

Estados

Epocas de
. 0 1 2 3 4 5 6 7
decision

0 0.0268 | 0.0206 | 0.0173 | 0.0158 | 0.0163 | 0.0180 | 0.0206 | 0.0249

0.0811 | 0.0749 | 0.0687 | 0.0636 | 0.0607 | 0.0606 | 0.0629 | 0.0679

0.1941 | 0.1879 | 0.1817 | 0.1755 | 0.1693 | 0.1652 | 0.1641 | 0.1666

0.4308 | 0.4246 | 0.4184 | 0.4123 | 0.4061 | 0.3999 | 0.3948 | 0.3927

0.9299 | 0.9237 | 0.9176 | 0.9114 | 0.9052 | 0.8990 | 0.8928 | 0.8871

1.9838 | 1.9776 | 1.9714 | 1.9652 | 1.9591 | 1.9529 | 1.9467 | 1.9405

4.2109 | 4.2047 | 4.1985 | 4.1923 | 4.1862 | 4.1800 | 4.1738 | 4.1676

N[O O WN

8.9175 | 8.9113 | 8.9051 | 8.8989 | 8.8927 | 8.8865 | 8.8803 | 8.8741

Tabla 4.4: Costos
4.2. Variantes del modelo de control de inventa-
rios

A continuacioén se presenta otro modelo de inventarios con el fin de mostrar sus
variantes, las cuales pueden ser consideradas en cualquier modelo de inventarios con

sus respectivas adecuaciones. Dicho modelo fue retomado de [16].

4.2.1. Modelo de control de inventarios

Sea s; el inventario disponible al inicio del periodo ¢, t = 0,1,2,.... N y a; el

nimero de unidades ordenadas por el admisnistrador del inventario e inmediata-
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mente surtidas, también en el inicio del periodo t. w; denotara la demanda aleatoria
en el periodo t y se supondréd que tiene distribuciéon de probabilidad conocida ho-
mogenea en el tiempo p, = P(w =w), w=0,1,2, ...

El inventario s;y; en la epoca de decision ¢+ 1 es relacionado con el inventario s;
en la epoca t, a través de la ecuacién en diferencias syy1 = méax{s; + a; — w;, 0} =
[s¢ +a; —w]T, es decir, que no estédn permitidos los pedidos pendientes y el nivel del
inventario no puede ser negativo, asi, cuando s; + a; —w; < 0, el nivel del inventario
en la época de decisién subsecuente serd 0.

El valor presente del costo por ordenar a unidades en cualquier mes se denotard
por O(a). Se supondréd que dicho costo estd compuesto por un costo fijo K > 0 por
realizar pedidos y un costo variante ¢(a) que crece con la cantidad ordenada. Por lo

tanto
0la) :{ K + ¢(a) S?a>0
0 sia=0
K es identificado como costo por pedido y c¢(a) es el costo por reabastecimiento
(adquisicién). En algunos modelos se omite K en el proceso de optimizacién dado
que es considerado constante
El valor presente por mantener un inventario de s unidades por un periodo se
representard por una funcién no decreciente h(s). En un problema con horizonte
finito, el inventario restante en la udltima época de decisién tendrd un valor g(s).
Finalmente, si la demanda es de w unidades y el inventario disponible s es suficiente
para reunir la demanda, el gerente recibe un ingreso con valor presente f(w) y se
supone que f(0) = 0.
En este modelo en vez de costo se considera una recompensa por periodo, la cual
depende del estado del sistema en la subsecuente época de decisién, y en el caso de

que se cubra la demanda, estd dada por:
Tt<8t, ag, St+1) = —O(at) — h(St + Clt> + f(St + ar — St+1)

Para célculos posteriores, es mds conveniente considerar r;(s;, a;). Entonces, puede
calcularse Fi(w), el valor presente esperado (en el inicio del periodo t) del ingreso
recibido en el periodo ¢ cuando el inventario antes de recibir los pedidos del cliente

es de s unidades. Esto se deriva de la siguiente forma:

= Si el inventario s excede la demanda w , el valor presente del ingreso es f(w),

lo cual ocurre con probabilidad p,,.

» Sila demanda excede el inventario, el valor presente del ingreso es igual a f(s),

esto ocurre con probabilidad ¢, = Z;’is Dj -
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Asi,

g
L

F(w) =Y f()p;+ Fw)a

i
o

De esa manera, el modelo de decision de Markov para el problema de inventario
queda determinado de la siguiente manera:

Epocas de decision:

T=1{1,2,...,N} N < 00

Estados: la cantidad de inventario disponible al inicio del periodo ¢ suponiendo
un depdsito con capacidad méxima M

S={0,1,2,..., M}
Acciones: la cantidad adicional del stock para ordenar en el periodo ¢
As={0,1,2,...,M — s}

Recompensa esperada por periodo: Ingreso esperado menos los costos por
ordenar y mantener inventario

ri(s,a) = F(s+a) — O(a) — h(s + a) t=1,2,...,.N—1

rn(s) = g(s)

Probabilidades de Transicion:

0 siM>j7>s+a
pt(ﬂsaa): Psta—j 51M23+a2]>0
Gsta SIM>s54+ayj=0

4.2.2. Modelos con reserva de demanda

Suponga que si la demanda no se cubre con el inventario actual, el resto se cubrira

posteriormente. Entonces el modelo anterior debe modificarse de la siguiente manera:

1. El espacio de estados S = {...,—1,0,1,..., M}, donde los estados negativos
corresponden a demandas pendientes o atrasadas.
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2. El costo de mantenimiento h(s) se define también para los valores negativos de
s. Cuando s < 0, puede considerarse como un costo de penalizacién asociado

con la demanda insatisfecha. Una forma tipica para h(s) es

h(s):{—gb s<0

nr s>0
donde ¢ y 1 son constantes positivas.

3. La ley de transicion del sistema serd la siguiente:

Siy1 = S+ U — Wy

4.2.3. Retraso en la entrega de érdenes

Suponga un retraso de L—periodos (L > 0) entre el momento de hacer un pedido
para reponer el inventario y su entrega. Es decir, una orden colocada al principio
del mes t no estd disponible para satisfacer la demanda hasta el inicio del periodo
L + t. De la ecuacién de la dindmica del sistema (3.5.4) se obtiene
I+

Se41 = [s1+ @ — wy

Y

donde a;_j, es la cantidad ordenada en el periodo t — L para satisfacer la demanda
en el periodo t.

Dado que el nivel de stock en el momento ¢t puede exceder de M, es mds natural
formar este modelo con S = {0,1,...} y A, ={0,1,...}.

4.2.4. Demandas correlacionadas

En la préactica, las demandas en sucesivos periodos pueden ser corelacionadas. El
esquema mas simple para representarla es uno en que se supone una correlacién entre
la demanda del periodo ¢t + 1 y el periodo ¢t de p, , donde —1 < p, < 1. Cuando p,
es negativo la demanda alta es usualmente seguida de una demanda baja y cuando
p, es positivo la demanda alta es usualmente seguida por una demanda alta. Nos
referimos a este esquema de correlacién como autocorrelaciéon de primer orden.

Esta situacién puede ser modelada directamente usando

St+1 = ft(stastfla o0y 81,01, , W, Wi—1, "'7w1);

sin embargo, formularemos en términos de s;.1 = fi(ss, as, wy) usando el vector de

estado bidimensional en el que la primer componente representa el nivel de inventario
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y la segunda componente el nivel de la demanda. Sea s! el nivel de inventario al inicio
del periodo t y s la demanda en el periodo ¢. Suponiendo que no hay retrasos en los
pedidos y que no existe limite en la capacidad del almacen s = {0, 1, ...} x{0,1,...} C

R? . Este modelo puede ser representado por el sistema de ecuaciones dindmicas

Sty = [stta— sfrr (4.2)
st = psi + wy (4.3)

La ecuacién 4.3 proporciona una representacién para un sistema de autocorrela-

cién de primer orden cominmente utilizado en el modelado estadistico.

4.2.5. Inventario multiproducto, sin reserva y capacidad de

almacenamiento ilimitada

Suponga que el gestor de inventario controla el nivel de k productos. Se gestionan
juntos; se suponen demandas no correlacionadas y se considera un componente de
costo fijo asociado con la colocaciéon de un pedido para cualquier producto. Sea
S=28"%x82x..xS*C RF donde S* = {0, 1, ...} es el conjunto de posibles niveles
de stock del producto i y A = Al x A% x ... x A¥ C R¥ donde A = A = {0,1,...}
es el conjunto de posibles cantidades del producto i,7 = 1,2, ..., k a ordenar.

En este modelo, la ecuaciéon dindmica se mantiene para cada producto individu-
al,, es decir

sy = [st + af — wj] ™, i=1,2, ..k,
donde w! es la demanda realizada para el producto 7 en el periodo ¢. Las probabil-
idades de transicién se derivan de la distribucién de la demanda conjunta P{w} =
w}, ...,w¥ = wk}. El costo de mantenimiento puede representarse por h(si+aj, ..., sk+

al¥), y el costo de ordenamiento por

0, siai=0 i=1,.k
0(a',...,a") = ,
K + c(al,...a®), si a® >0 para alguna i

donde ¢ es no-decreciente en cada componente de A.
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Capitulo

Elementos para la aplicacién del modelo

de control de inventarios

Como se ha mencionado en capitulos anteriores, existe diferentes casos practicos
donde se presenta el problema de control de inventarios, es importante mencionar que
para la aplicaciéon del modelo de inventarisos se debe tener todos los elementos del
modelo de control de Markov que en la seccién 2.2 se describieron y principalmente,

dos de estos elementos son dificiles de determinar, estos son:

= la distribucién de probabilidad de la demanda y

= los costos (por pedido, por mantenimiento, por escasez y por adquisicién).

El objetivo de este capitulo es proporcionar herramientas que permitan determi-
nar dichos elementos del modelo de control para poder llevar a cabo un control de
inventario en un caso real. En primer lugar se propone una metodologia para de-
terminar la distribucién de la probabilidad de la demanda a partir de observaciones
de la demanda, porteriormente, se presentaran los conceptos necesarios para deter-
minar los costos, asi como ejemplos, sin embargo, cabe mencionar que los costos de
forma general los determina cada empresa considerando los aspectos que mejor le
convengan.

Otro inconveniente que puede presentarse al aplicar el modelo de control de
inventarios, contar con el valor preciso del horizonte de planeaciéon N, por lo tanto,
se propone implementar un procedimiento de horizonte rodante para la obtencion
de la accién de control en cada etapa, el cual permitird mejorar la estimacién de la
distribucién de la demanda, agregando el dato observado de la demanda en la etapa

anterior.
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Finalmente se presentan dos ejemplos sobre el modelo de control de inventarios
analizado mediante la teorfa de procesos de decisién de Markov. Un ejemplo serd sin
horizonte rodante y el otro con horizonte rodante con el fin de observar las ventajas

de considerar dicho horizonte rodante.

5.1. Distribuciéon de probabilidad de la demanda

Unos de los elementos importantes para la aplicacién del modelo de inventarios
es la distribucién de la probabilidad de la demanda, sin embargo, en la aplicacién
en un caso real es dificil contar con dicha distribucién, por lo cual se propone, con
bases tedricas, una metodologia para la determinacién de la distribucién de proba-
bilidad de la demanda mediante la distribucién empirica. Por ello, a continuacién se
presenta una serie de resultados sobre la distribucién empirica [12], los cuales seran
de utilidad.

Sea F'(w) la funcién de distribucién de una variable aleatoria w y
Wo, W1y ...y Wy (51)

los resultados de una sucesioén de ensayos independientes en circunstancias idénticas.

La sucesién ordenada de manera creciente de (5.1) se puede representar como
sigue:
wS,ko < wikl <. < w;kr
donde Fk; es el nimero de observaciones iguales a w, , y > i_o ki = n. Tal sucesién

ordenada es llamada sucesion de variacion.

La funcién F,(w) definida como

0 para w < wqy
ik
— =1"J
Fn<w) = JT para w:"kl <w< w:+17ki+17 0,1,...,7r—1
1 para w > wy, .

es llamada funcién de distribucién empirica.
Observe que la funcién de distribucién empirica es monétona y tiene sus pun-
tos de discontinuidad en los valores que coinciden con los valores de la sucesion de

variacién. El tamano del salto para los valores diferentes de la sucesién de variacién
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es igual a %

En el caso particular méas simple donde la variable aleatoria w puede tomar solo
un ndmero finito de valores ag, aq,...ap,, los términos de la sucesién de variacién
podrian ser solo estos valores. Si ko, ki,...,kp (ko + k1 + .. + kp = n) denotan
el nimero de ensayos donde w = ag,w = aq,...,w = ap, entonces, por la ley de
los grandes niimeros, estas frecuencias (para un n suficientemente grande) represen-
taran valores aproximados de las probabilidades desconocidas pg = P {w = ag},p1 =
P{w=a1},...,pp = P{w=ap}, esto es py =~ ko/n,p1 = ki/n,...,pp = kp/n. Lo

descrito en este parrafo queda formalmente establecido el el siguiente teorema.

Lemma 5.1 (El Teorema de Borel). Sea pi el niimero de ocurrencias de un even-
to A enn independientes ensayos en cada uno de los cuales el evento A podria ocurrir

con probabilidad p. Entonces, cuando n — oo
i
P{- =1
. —»}

La demostracién del Teorema de Borel puede consultarse en [12], pag. 212.

Lemma 5.2 (Teorema de Glivenko) Sea F(w) la funcién de distribucion de una
variable aleatoria w, y F,(w) la funcién de distribucion empirica de n observaciones

mdependientes de la vartable aleatoria w. Entonces, cuando n — oo

P{ sup |Fn(w)—F(w)|—>0}:1.

—oo<r<oo

El Teorema de Glivenko permite estimar la funcién de distribucién desconocida
de una variable aleatoria w a partir de observaciones de la variable; es llamado
Teorema Principal de la Estadistica. Su demostracién puede consultarse en [12],

pag.215.

5.1.1. Estimacién de la distribucién de probabilidad de la

demanda
Recuerde que en el modelo de control de inventarios, la sucesién {w;} es una suce-
sién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que represen-

tan la demanda en el periodo t. Dichas variables, por ser idénticamente distribuidas

y por suponer que no varfan de un periodo a otro, pueden ser representadas por una
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variable genérica w.

De acuerdo con el Teorema de Borel, para la estimaciéon de la distribucién de
probabilidad de w, es necesario contar con observaciones de la demanda antes de
iniciar el control del inventario y entre mayor el nimero de observaciones, mejor
serd la estimacién de dicha distribuciéon de probabilidad. El siguiente algoritmo,
indica el procedimiento para la estimacién de la distribucién de la probabilidad de

Ww.

Algoritmo 5.1 Estimacion de la distribucion de la probabilidad de la de-

manda.

1. Sea C,, el vector correspondiente a las n observaciones de la demanda.
2. Hacer D = max C,,.
3. Para i desde 0 hasta D, sea k; el numero de observaciones iguales a 1.

4. Hacer p; = k;/n

pi es el valor estimado para p; = P(w =1),1=0,1,...,D.

Ejemplo 5.1 A continuacion se mostrara un ejemplo, con el fin de poder apre-
ciar la estimacion de la distribucion de probabilidad de la demanda basdndose en el

algoritmo 5.1. Sea:

n n = 20 observciones
. Cn - [17 77 47 27 07 17 37 57 27 57 37 47 27 37 57 67 47 17 47 3}
» C, ordenado: [0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,6,7]

s D=mixC, =7

Demanda (0|12 3[|4|5|6]|7
k; 113131414

Tabla 5.1: Nimero de observaciones igusles
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Por lo tanto

Po = P(w:O):%:O.%
P = P(wzl)z%zo.w
P2 = P(w:2)2%20.15
pP3 = P(w=3):%=0.2o
Ps = P(w:4):%:0.20
ps = P(w:5):%:0.15
e = P(w=6)=%:0.05
pr = P@:?):%:o.os)

El Algoritmo 5.1 fue programado en Matlab para calcular automaticamente la
distribucién de probabilidad de la demanda con la simple introduccién de las ob-
servaciones de la demanda y serd incluido en el programa de control de inventarios

presentado més adelante.

5.2. Costos

Para determinar los costos del modelo de control de inventarios deben tenerse
en cuenta diversos factores, tales como rendimiento sobre la inversién, rotacién de
activos y cliclos de vida del producto. Muchos de estos factores se consideran y se
revisan en documentos contables y financieros que se elaboran cada mes en la empre-
sa. La mayor parte de los modelos bésicos de invetarios se basan en compensaciones
o intercambios de costos como criterios para el andlisis. En general se consideran los

siguientes costos:
1. Costo por pedido
2. Costo por adquisicién
3. Costo por mantenimiento

4. Costo de escasez
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La cantidad y el punto de un nuevo pedido suelen determinarse normalmente
minimizando el costo total de inventario que se puede expresar como una funcién

de estas dos variables. Se puede resumir de la siguiente manera:
Costo por N Costo por
pedido adquisicion
Costo por N Costo de
mantenimiento escasez

A continuacién se describen los costos mencionados.

Costo total B
del inventario

5.2.1. Costo por pedido (preparacién)

Cada vez que se formula un pedido de compra se gasta tiempo y, en consecuencia,
dinero en todos los gastos anuales de estos departamentos se prorratea entre el
nimero de pedidos hechos en el ano, de esta manera se obtiene el costo unitario por
pedido de compra.

Normalmente los pedidos de compra estan archivados o encuadernados por ntimero
consecutivo. En la Tabla 5.2 se muestran algunos de los costos que deben consider-

arse para calcular el costo por pedido [10].
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Costos de un pedido que ocurre 300 veces al ano

Gasto Sueldos Personal | Costo anual

anuales (en miles de
(en  miles pesos)
de pesos)

Jefe de depertamento | 200 1 200

de compras

Compradores 140 3 420

Expeditores 60 2 120

Empleados 50 2 100

Secretarias 60 2 120

Empleados de recibo | 40 2 80

Empleados de control | 50 1 50

de calidad

Empleados de cuentas | 60 1 60

por pagar

Papeleria — — 10

Gastos generales — — 50

Total 1210

Tabla 5.2: Costo por pedido

De esa manera, el costo por pedido se obtiene como:

$1210000

= $4033.333
300 5
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5.2.2. Costo por adquisicién

Para los modelos comerciales, el costo directo asociado con la compra real de
un articulo se denomina costo de compra o de adquisicién. Para los modelos de
produccién se denomina costo de produccién. En cualquier caso, se supone que el
costo unitario es constante sin importar cudl sea la cantidad que se compra o se
fabrica. Sin embargo, debe relajarse este supuesto si se permite rupturas o cambios
bruscos de cantidad y/o precios para tamanos especificos de los lotes, o si se pueden
reducir los costos unitarios a través de corridas grandes de produccién. Este iltimo

caso puede ocurrir como resultado de economias por operacién a gran escala [9].

5.2.3. Costo por mantenimiento

Manejar y mantener existencias en los almacenes cuesta; por lo tanto, a mayor
cantidad almacenada, de cualquier articulo o material, mayor es el incremento de
su costo por unidad. Los factores méas comunes que influyen dentro del costo de

almacenamiento son los siguientes:

s Costo de inversion: el dinero causa réditos, ya sea a los accionistas, al propie-
tario o bancos y financieros, cada peso invertido en existencias, aun siendo de
fondos propios de la compania, casusa réditos sobre el capital de trabajo de

una empresa.

= Fspacio: todo espacio tiene una rentabilidad; aun siendo el local propiedad de
la empresa, el espacio ocupado tiene un valor de renta. El espacio ocupado
por el promedio de inventario se multiplica por el precio de renta, por metro

cuadrado o metro cibico del almacén.
= Personal: hora-hombre requeridas segiin el volumen manejado y administrado.

= Seguro: sobre el valor del inventario y sobre los riesgos de distintos tipos de

mercancias.
= [mpuestos

» Obsolescencia: cambios de ingenierfa, de modelos o facilidades para adquirir

en el mercado; variaciones en la moda o en el uso, por parte del consumidor.

= Desperdicio: a mayor volumen almacenado mayor es el riesgo de que se es-

tropee, se pierda o merme la mercancia almacenada [10].
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5.2.4. Costo de escasez

Son aquellos en los que se incurre al no poder satisfacer una demanda. La mag-
nitud del costo depende de si se permiten los pedidos retroactivos. Si estos no se
permiten, entonces un agotamiento de inventario dard como resultado la pérdida per-
mamente de ventas de los articulos que se demandaban y que no estaban disponibles.
Podria incurrirse en un costo adcional de "buena voluntad'si el cliente deja de com-
prarle a la organizacién.

Cuando se permiten los pedidos retroactivos, los costos relevantes de agotamiento
son los costos administrativos y de oficina asociados con esta actividad y que incluyen
el costo de esfuerzos esenciales en estas dreas tiempo extra, manejo y transporte
especial y seguimiento. Los agotamientos con pedidos retroactivos pueden dar como
resultado la pérdida de algunos clientes como consiguiente puede incurrir en costo de
buena voluntad, usualmente se mantiene un inventario de seguridad para protegerse
en contra de agotamientos.

El costo de agotamiento se calcula de forma diferente, dependiendo de la situacion.
El caso mds general supone un costo fijo por agotamiento, sin importar cudl sea su
magnitud o el periodo durante el cual ocurre. Un método méas directo consiste en
suponer el costo por unidad. En ocasiones es m&s favorable considerar tanto el
nimero de unidades que no se tienen como la duracién del agotamiento [9].

A continuacién se mostrard un ejemplos de costos donde se muestra el calculo

de cada uno de los costos antes descritos.

Ejemplo 5.2 La Atlantic Coast Tire Corporation (ACT) es el distribuidor de llan-
tas Fversafe en la costa este. ACT surte a 1500 tiendas de menudeo y estaciones
de autoservicio una docena de tamanos diferentes de llantas, de modo que tiene que
mantener un inventario de cadad una. Ashley Collins es la gerente de inventario de
ACT, hay un gran pedido por fax con Eversafe para reabastecer el inventario, en-
tonces, Fversafe envia las llantas por camion para que lleguen nueve dias laborables
después de la colocacion del pedido.

Ashley ensequida centra su atencion en la estimacion de los valores de estos
diversos costos. Un costo principal asociado con el mantenimiento de inventario de
las llantas tamario 185/70R13 es el costo para ACT de comprar las llantas. FEversafe
cobra a ACT $20 por llanta.

Precio de compra = $20 por llanta. (5.2)

Ademds de este costo de compra, ACT incurre en algunos costos administrativos

adictonales cada vez que se coloca un pedido con Eversafe. Una orden de compra
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tiene que wniciarse y procesarse. La compra debe recibirse, llevarse al almacén y
registrarse en el sistema de procesamiento de informacion computarizado que vigila
el estado del inventario. Luego tiene que procesarse el pago a Eversafe. Ashley estima
que los costos de mano de obra (incluidos mano de obra y prestaiones) promedian
$15 por hora y que alrededor de 6 horas de mano de obra estdn asociados con la
colocacion de un pedido, lo que resulta en un costo de mano de obra de $90. Ademds
de estos costos directos de mano de obra, también hay costos indirectos asociados
(supervision, espacio de oficina y otros), que se estiman en $25. La suma de estas
dos cantidades es de $115.

Costo administrativo de colocar un pedido = $115 (5.3)

Cuando ACT recibe un pedido de llantas de FEversafe, hay un nimero adicional de
costos asociodos por mantener estas llantas en el inventario hasta que se vendan.
FEl mds importante es el costo de capital invertido en inventario. El contralor de
ACT estima que el costo del capital comprometido es 15% anual. Por ejemplo, si
el nimero promedio de llantas durante este ano fue de 500, entonces el costo del

capital invertido en este inventario es de
0.15(500 llantas)($20 por llanta) = $1500
Los otros tipos de costos asociados con mantener llantas en inventario incluyen:
1. Costos de arrendar el espacio de bodega por almacenar llantas.

2. Costo del sequro contra pérdida de inventario por incendio, robo, vandalismo,

etc.
3. Costo del personal que supervisa y protege el inventario.
4. Impuesto basado en el valor del inventario.

Con una base anual, se estima que la suma de estos costos es 6% del valor
promedio del inventario que se mantiene. Al sumar 6 % vy 15% de costos del capital
comprometido en inventario se obtiene 21 %. Por lo tanto, el costo total anual es
0.21($20 por llanta).

Costo anual de mantener inventario = $4.20 (ndmero de llantas en (5.4)

inventario anuales)

El dltimo costo que puede incurrir como resultado de la politica de inventarios de

ACT es el costo de que ocurra un faltante. Las consecuencias importantes son:
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1. Insatisfaccion en el cliente cuyo resultado es la pérdida de buena voluntad y

quizd la pérdida de algunas ventas futuras.

2. La mecesidad potencial de que ACT baje su precio en las llantas que se en-
treguen con retraso con el fin de que sus clientes acepten las llantas con retra-

S0.

3. Aceptacion de pago retrasado por llantas entregadas tarde, con lo que se re-

trasan los ingresos.

4. Los costos adicionales de contabilidad y otros costos de mano de obra requeri-

dos por faltantes de llantas.

El costo total de estas consecuencias es mds o menos proporcional al nimero
de llantas faltantes y al periodo que dura el faltante. Después de consultarlo con la
alta direccion, Ashley estima que este costo con base anual es de $7.50 multiplicado
por el numero promedio de llantas faltantes durante el ano. Por ejemplo, suponga
que en un ano ACT tiene faltantes un total de 30 dz’as(% del aﬁo) y el numero
promedio de llantas faltantes es de 120. Por lo tanto, el nimero promedio de llantas
faltantes durante el ano es de 120 (%) = 10, de modo que el costo anual es de
10($7.50) = $75.

El costo anual por faltantes = $7.50(ndmero promedio de llantas (5.5)

faltantes durante el ano)

Este ejemplo fue retomado de [14)].

5.3. Horizonte rodante

Otro inconveniente, al momento de aplicar el modelo de control de inventario,
es que también el horizonte de planeacién N pudiera ser no especificado. En este
caso, se propone usar un procedimiento de horizonte rodante para la obtencién de
la accién de control en cada época de decisién, proporcionando un valor adecuado
para el horizonte rodante H. De esa manera, se obtendran las acciones de control

para los periodos necesarios.
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Una ventaja que se podra tener con la aplicacién de un procedimiento de hori-
zonte rodante, es que los datos de la demanda observados en periodos ya controla-
dos podran agregarse para mejorar la estimacién de la distribuciéon de la demanda,
incluso podrédn modificarse costos en caso de ser necesario. El horizonte rodante
(RH-Rolling horizon) es el método mediante el cual la mayor parte de los modelos,
se aplica en el mundo real.

Este método es muy popular en la industria para hacer frente a la incertidumbre,
dado que un horizonte finito a largo plazo presenta deficiencias, ligado a que la
mayoria de aplicaciones estdticas se basan en previsiones, y éstas, tienen errores.
El esquema de planificacién en horizonte rodante ha sido propuesto por muchos
investigadores como estrategia para medir los efectos de la incertidumbre y bajo
esta 6ptica también se puede utilizar esta aproximacion para estudiar el efecto de la
complejidad en la cadena de suministro.

El esquema consiste en dividir un horizonte muy largo, en pequenos sub-problemas
con horizontes mads cortos; en cada uno de esos horizontes, el problema es resuelto
en detalle y la informacién va siendo agregada al horizonte de planificaciéon a medida

que evoluciona el tiempo.

Ejemplo 5.3 A modo de ejemplo, en la Figura 5.1 se muestra cdmo se va ejecutan-

do el horizonte rodante dentro de un horizonte de planificacion, se puede observar:

s La ldgica de funcionamiento del horizonte rodante.
= Las zonas en un periodo de planificacion.

» Las decisiones que se implementan a medida que se evoluciona en el tiempo

en los periodos pertenecientes a las zonas congeladas.

Donde:

H es el horizonte de planificacion a largo plazo.

h es el horizonte rodante de planificacion en el corto plazo.

RA es el retraso anticipado (restricciones en la re-planificacion)

PR es el periodo de re-planeacion.

Por otro lado como se observa en la Figura 5.1, un horizonte rodante de plani-

ficacion estd formado por tres zonas:

= La zona congelada: es la parte del periodo donde las decisiones no se pueden

cambiar, y estd determinado por el periodo de re-planeacion.
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Figura 5.1: Horizonte rodante
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= La zona semi-congelada: es la parte del horizonte rodante a partir del periodo
congelado, en el que algunas decisiones se pueden cambiar, y estd determinado

por el retraso de anticipacion.

s La zona liquida: es el resto de periodos en el que se pueden modificar todas las

decisiones.

El periodo de re-planeacion (PR) corresponde al nimero de periodos que deben
esperarse hasta que es calculado nuevamente el plan. En el tiempo de replaneacion las
decisiones quedan congeladas. Como se ha definido previamente, la zona congelada
es esa parte del periodo en el que las decisiones que se implementan no se pueden
cambiar y estd determinada por PR, esto significa que se tienen PR periodos de
tiempo congelados dentro de un horizonte rodante h con la misma decision.

Generalmente, las decisiones no se pueden aplicar de manera instantdnea, porque
requieren de un conjunto de actividades organizacionales que toman un tiempo de
preparacion. A este tiempo en el que se implementa la decision hasta que es efectiva
se le conoce como tiempo de retraso anticipado (RA), y depende de la naturaleza de la
decision. Por otro lado, la zona semi-congelada corresponde a la parte del horizonte
rodante donde algunas decisiones se pueden cambiar y otras quedan fijas. Esta zona
comienza a partir de la zona congelada y su longitud es el mdximo de los tamanos
el retraso de anticipacion del conjunto que se mo se pueden modificar durante ese
periodo. En ese sentido, este conjunto de decisiones que quedan fijas se convierten

en restricciones que deben cumplirse en el siguiente periodo de re-planeacion [8].

El procedimiento de horizonte rodante es el método mds commin aplicado en la
préctica para aproximar soluciones a problemas de control 6ptimos no homogéneos
con horizonte infinito dentro de la Teorfa de Procesos de Decisién de Markov (véase
[2]). Primero se fija un horizonte rodante H, luego se procede a resolver el problema
correspondiente de H periodos y se implementa la primera decisién 6ptima encon-
trada, se rueda hacia adelante un periodo y se repite el procedimiento a partir del
estado actual y asf sucesivamente. Enseguida, se presenta el algoritmo de horizonte

rodante.
Algoritmo 5.2 Horizonte rodante
1. Hacerm=0yn=H.

2. Hallar la politica 7 = (7}, 7% 1, ..., s _1), la cual es dptima para los periodos
T

dem an, y sea 7, =
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3. Hacerm=m+1yn=n+1.

4. Regresar al Paso 2.

La politica 7 = (7o, 1, T2, ...) €s una politica de horizonte rodante.

La politica de horizonte rodante en algunos casos puede ser no 6ptima, un ejemplo
se presenta en [2], donde también se proveé un error teérico para el procedimiento
de horizonte rodante aplicado a procesos de decisién de Markov no homogéneos con

horizonte infinito.

5.4. Control de un inventario real

Para llevar acabo la aplicacién del modelo de control de inventarios, como ya se
menciond anteriormente, es necesario la distribucién de probabilidad de la demanda
y los costos, la Figura 5.2, muestra un diagrama de flujo que permite el control de
un inventario. Dicho diagrama permite la modificacién de costos y/o demanda en
cualquier época de decisién y la accién de control obtenida es de horizonte rodante.
En el Algoritmo 5.2 la solucién éptima de los problemas de control de tamano H
es hallada mediante programacién dindmica, de acuerdo con el Teorema 1. Para la
obtencién de resultados se ha elaborado un programa en Matlab (ver Apéndice C)
que incluye el Algoritmo 5.1 para la obtencién de la distribucién de la probabilidad
de la demanda y el algoritmo de Programaciéon Dindmica indicado en el Teorema 1
y (4.1), asi como también el Algoritmo 5.2. Para mostrar lo anterior, se muestran

dos ejemplos en la subseccién 5.4.1.
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Figura 5.2: Diagrama de fujo para el control del inventario
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5.4.1. Ejemplos

Ejemplo 5.4 En este primer ejemplo se tiene un horizonte de planeacion finito N.

El programa, presentado en el Apéndice B genera los siguientes datos:

= Distribucion de la probabilidad de la demanda.
= La accion de control éptima para el nimero de periodos establecidos.

= Fl costo total esperado acumulado de cada estado para cada etapa.

Considere el problema de control de inventarios presentado en este trabajo, con

los siguientes valores de los pardmetros del modelo:

Vector de observaciones de la demanda:

020 = [27 47 15 6a 37 37 57 67 37 17 47 27 67 67 47 37 17 57 27 4]

Horizonte de planeacion: N = 10 periodos

Costo por ordenar: d =3

Costo por mantenimiento: h = 4

Costo por escasez: p =4

Mazima capacidad del inventario: M =5

Resultados Para el vector de observaciones de la demanda antes mencionado,
la distribucion de probabilidad de la demanda estimada se muestra en el siguiente
vector p. La politica dptima se representa en la Tabla 5.3 y el costo total esperado

acumulado, se muestra en la Tabla 5.4.

p = [0.150,0.150, 0.20, 0.20, 0.10, 0.20]
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Estados

Epocas de decisién [0 |12 /3|45
1 31211]010160
2 413(2]1(01]0
3 31211101010
4 312111010160
5 31211101010
6 31211101010
7 31211101010
8 413[2|1(01]0
9 31211101010
10 31211]0/010

Tabla 5.3: Accién de control 6ptimo

Ejemplo 5.5 En este seqgundo ejemplo se implementa el procedimiento de horizonte
rodante como se establece en 5.2, se hicieron & iteraciones modificando los datos
tanto en la demanda como en los costos para apreciar los cambios en la decision
optima. A continuacion se especifican los cambios en los datos en cada iteracion y
los resultados obtenidos se muestran en las Tablas 5.5 y 5.6.

Iteracton 1 Datos iniciales:

n Bl vector de observaciones de la demanda :

Cho = [9,10,13,16,13,14,9, 12,11, 14]

Costo por ordenar: d = 2

Costo por mantenimiento: h = 1

Costo por escasez: p =4

Maxima capacidad del inventario: M = 15
Iteracion 2 Se agrega un dato a la demanda y se modifican los costos.

n Vector de observaciones de la demanda:

Cyy = [9,10,13,16,13,14,9,12, 11, 14, 16]
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Estados
Epocas de

decision 0 ! 2 3 4 >
1 13.20 | 10.20 | 7.40 5.80 5.80 7.40
2 26.150 | 23.150 | 20.150 | 17.680 | 16.420 | 16.620
3 39.100 | 36.100 | 33.100 | 30.600 | 29.179 | 29.020
4 52.050 | 49.050 | 46.050 | 43.550 | 42.125 | 41.936
5 65.000 | 62.000 | 59.000 | 56.500 | 55.075 | 54.886
6 77.950 | 74.950 | 71.950 | 69.450 | 68.025 | 67.836
7 90.900 | 87.900 | 84.900 | 82.400 | 80.975 | 80.786
8 103.85 | 100.85 | 97.850 | 95.350 | 93.925 | 93.736
9 116.80 | 113.80 | 110.80 | 108.300 | 106.875 | 106.686
10 129.75 | 126.75 | 123.750 | 121.250 | 119.825 | 119.636

Tabla 5.4: Costos

s (Costo por ordenar: d =1
= (Costo por mantenimiento: h = 3

» Costo por escasez: p =1
Iteracion 3 Se agrega un dato a la demanada y se modifican los costos.

Vector de observaciones de la demanda:

Cho = [9,10,13,16,13, 14,9, 12,11, 14, 16, 5]

Costo por ordenar: d = 2

Costo por mantenimiento: h = 4

Costo por escasez: p =4

Iteracion 4 Se agrega un dato a la demanada y se mantienen los costos de la

iteracion anterior.

n Vector de observaciones de la demanda:

Cys = [9,10,13,16,13,14,9,12,11, 14,16, 5, 15]
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Iteracion 5 Se modifican solo los costos.

s (Costo por ordenar: d =1

s (Costo por mantenimiento: h = 3

= Costo por escasez: p = 2

Resultados

En la Tabla 5.5 se muestra la distribucion de probabilidad de la demanda esti-

mada para cada iteacion para apreciar los cambios conforme se agrega un dato a la

demanda.

En la Tabla 5.6 se muestra la politica de horizonte rodante obtenida. Nos indica
cuantas unidades ordenar dependiendo de la época de decision y el nivel de inventario

(estado) del sistema.

Iteraciéon

Distribucién de probabilidad de la demanda

1

(SLENN VU v

p=
p=|
p=|
p=|
p=|

0.20,0.10,0.10,0.10,0.20, 0.20, 0.10]

0.1818,0.0909, 0.0909, 0.0909, 0.1818, 0.1818,0.1818|
0.0833,0.1667,0.0833, 0.0833, 0.0833,0.1667,0.1667, 0.1667]
0.0769, 0.1538, 0.0769, 0.0769, 0.0769, 0.1538, 0.1538, 0.0769, 0.1538]
0.0769, 0.1538, 0.0769, 0.0769, 0.0769, 0.1538, 0.1538, 0.0769, 0.1538]

Tabla 5.5: Estimacién de la distribucién de probabilidad

Estados

Epoca de

decisién 0|12 3|4 (5/6|7[8(9(10|11 1213|1415
1 14113 112(11(10|9|8|7|6]5|4 |3 |2 |1 |0 |O
2 1019 |8 6 |[5(4(3|2|1/0 |0 [0 |O [0 |O
3 12(11 (109 |8 |7|6|5]|4(3[2 |1 |0 [0 |0 |O
4 1312111109 |8|7]|6|5(4(3 |2 |1 [0 |0 |O
5 11(10(9 |8 |7 |6|5[4|3(2|1 |0 |O [0 |O |O

Tabla 5.6: Politica de horizonte rodante

Observacion 5.1 Los datos utilizados en ambos ejemplos fueron seleccionados de

forma aleatoria, y en el caso del ejemplo 5.5, se hicieron modificaciones de tal ma-

nera que se pudieran observar los cambios en las acciones de control optimas.
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Capitulo

Conclusiones

Para que una empresa se mantenga en el mercado como una empresa competitiva
necesita establecer herramientas o estrategias de planeacién, control y administra-
cién de inventarios, ya que se requiere un sistema que pueda adaptarse a los cambios
y exigencias, con el fin de reducir costos.

En este trabajo se ha estudiado mediante la teorfa de procesos de decisiéon de
Markov un modelo de control de inventarios, con el costo total esperado como funcién
de rendimiento de planeacién finito. Se describieron de forma detallada todo los
elementos necesarios para determinar medienate Programacién Dindmica la politica
de control 6ptima.

Una de las probleméticas en la aplicacién real es no contar con la distribucion
de probabilidad de la demanda estocdstica. Entonces, se propone estimar dicha dis-
tribucién mediante la distribucién empirica a partir de observaciones previas de la
demanda.

Otro aspecto importante en la aplicacién real son los costos, se realizé una des-
cripcién de forma general de los componentes para determinar los costos, sin em-
bargo, dichos costos siempre dependen de la empresa y no son facil de obtener.

Ademis, se sugiere utilizar un procedimiento de horizonte rodante, que permite
el control de un inventario, aun cuando se desconozca el horizonte planeacién. Al
realizar el programa en Matlab con horizonte rodante también se permitié hacer
modificaciones a los costos en caso de ser necesarios.

De forma general se puedo observar en los ejemplos que la accién de control
cambia m&s al hacer modificacién en los costos que al agregar un dato a la demanda,
sin embargo se mostré que al incrementar las observaciones de la demanda se obtinen

una mejor estimacién de la distribucién de probabilidad de la demanda y a largo
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plazo influird en la accién de control.

Se sabe que en la aplicacién real los costos son un elemento cambiante e incluso
de forma dréstica, ya que depende de la época del ano en la que se encuentre, la
materia o producto puede llegar a escasear o puede haber en abundancia y de ello
puede llegar a cambiar el costo. Siendo justificable la propuesta de poder modificar
los costos cuando sea necesario.

El modelo estudiado en este trabajo no pudo ser aplicado en un caso real de-
bido a la poca disponibilidad de las empresas en proporcionar datos e infromacién
necesaria. Sin embargo, en este trabajo se proporcionan importantes elementos para
implementar un control de inventarios en un problema real.

Cabe senalar que siguiendo en la misma linea de investigacién quedan aspectos
por estudiar que podrian generar trabajos futuros. Por ejemplo podria estudiarse
el problema de cémo determinar la distribucién de probabilidad para una demanda
variante en el tiempo, ya que se observa que en muchos casos la demanda depende
de la época del ano.

Por 1ltimo, se menciona que parte de este trabajo de tesis serd publicado como
un capitulo del libro “Probabilidad, Estadistica y sus aplicaciones” del Fomento
editorial de la BUAP con el titulo Determinacion de la distribucion de probabilidad

de la demanda en un modelo de control de inventarios. Ver Apéndice D.
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Apéndice

Programa para el control de inventarios
con horizonte N y distribucién de

probabilidad de la demanda. conocida

clear all

clc

N = 8; %Periodos
CosOrd = 1.5; %Costo por ordenar

CosMan = 1; %Costo por mantener

CosEsc = 2; %Costo por escasez

p = [0.0400 0.1600 0.0800 0.1200 0.0800 0.0800 0.1600 0.0800 0.2000];
/#Distribucién de probabilidad de la demanda
MaxCap = 7; %Maxima capacidad del almacen

D = 8; %Valor médximo de la demanda

for i = 0:MaxCap
CostoEsperado (1,i+1) = 0;

end

for 1 = 2:N+1 Etapas
for s = 0:MaxCap J%Estados
estado = [];

for a = 0:MaxCap-s %Acciones
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esperado = 0;
for w = 0:D Ysuma
esperado = CosOrd*esperado
+ p(w+1)*(CosOrd*a + (CosMan*(max(0,s+a-w)))
+ (CosEsc*max(0,w-s-a))
+ CostoEsperado(1l-1, (max(0,s+a-w))+1));
end
estado = [estado esperado];
end
estado;
CostoEsperado(l,s+1)=estado(1);
DecisionOptima(1l-1,s+1)=0;
for a=1:length(estado)-1
if estado(a+1) < CostoEsperado(l,s+1)
CostoEsperado(l,s+1) = estado(atl);
DecisionOptima(l-1,s+1)=a;
end
end
end
end
CostoEsperado

DecisionOptima
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Apéndice B

Programa para el control de inventarios
con horizonte N y distribucién de

probabilidad de la demanda desconocida

clear all

clc

c=[2,4,1,6,3,3,5,6,3,1,4,2,6,6,4,1,3,5,2,4]
N = 10 %Horizonte de planeacién;

CosOrd = 3; %Costo por ordenar

|
W

CosMan = 4; %Costo por mantener

|
W

CosEsc = 4; YCosto por escasez
MaxCap = 5; %Maxima capacidad del almacen

n = max(C); %Valos méximo de la demanda

%Generacién de distribucién de probabiidad
T = zeros(1,n+1); %Vector auxiliar
for j=1:n+1
for i =1:1length(C)
if C(i)== j-1
T(j) = T(j)+1;
end
end

end

79



T;%Vector de conteo
for j=1:n+1
p(3) = T(j)/Total;

end

p; %Distribucién de la demanda

%Programacién dindmica
for i = 0:MaxCap

CostoFinal (1,i+1) =
end

for 1 = 2:N+1 JEtapas

0; %Costo final

for s = 0:MaxCap %Estados

estado = [];
for a = 0:MaxCap-s %Acciones
esperado = a;
for w = O:n %suma
esperado = Cos(Ord*esperado
+ p(w+l)*((CosMan*(max(0, s + a - w)))
+ (CosEsc*max(0, w - s — a))
+ CostoFinal(1l-1,(max(0,s + a - w))+1));
end
estado = [estado esperado];
end
estado;

CostoFinal (1,s+1)=estado(1);

PoliticaOptima(l-

1,s+1)=0;

for a=1:length(estado)-1
if estado(a+l) < CostoFinal(l,s+1)

CostoFinal(l,s+1) =

estado(a+1);

PoliticaOptima(1l-1,s+1)=a;

end
end
end
end
CostoFinal

PoliticaOptima
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Apéndice C

Programa para el control de inventario
con horizonte rodante, distribuciéon de
probabilidad de la demanda desconocida

y costos variantes en el tiempo

clear all

clc

%hIntroducci\U{f3}n de datos

Aux=1;

disp(’Nimero de observaciones de la demanda’)
0 = input(’ ’);

disp(’Introduce las observaciones’)

for i=1:0
C(i)=input(’ ’);

end

C %Vector de observaciones de la demanda

disp(’Introduce el costo por ordenar’)
CosOrd = input(’ ’);

disp(’Introduce el costo por mantener’)
CosMan = input(’ ’);

disp(’Introduce el costo por escazes’)
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CosEsc = input(’ ’);

disp(’Introduce la capacidad del almacen’)
MaxCap = dinput(’ ’);

disp(’Quieres una accién de control Si=1 No=2’)

F = dnput(C’ ’);

PoliticaHorizonteRodante=[];
while F==
/Cambio de datos agregados
disp(’Desea agregar una observacién de la demanda Si=1 No=2 ’)
D = dnput(’ ?);
if D==
for i=1:length(C)-1
Caux (1)=C(i+1);
end
disp(’Introduce el nuevo dato ’)
Caux(0) = dinput(’ ’);
C=Caux;

end

disp(’Desea cambiar costos Si=1 No=2 ’)
D2 = input(’ ?);
if D2==
disp(’Introduce el costo por ordenar’)
CosOrd = input(’ ’);
disp(’Introduce el costo por mantener’)
CosMan = input(’ ’);
disp(’Introduce el costo por escazes’)
CosEsc = input(’ ’);

end
%Determinacién de la probabilidad de la demanda

n = max(C); %Numero méximo de las observaciones

T = zeros(1,n+1); %Vector auxiliar
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%Vector de conteo
for j=1:n+1
for i =1:1length(C)
if C(i)== j-1
T(3) = T(§)+1;
end
end
end
T;
for j=1:n+1
p(j) = T(j)/length(C);
end

p %Distribucién de la demanda

%Calculo de la politica dSptima con Programacién dindmica
N = 10; %Periodos
for i = 0:MaxCap

CostoFinal(1,i+1) = 0; %Costo terminal

end

for 1 = 2:N+1 JEtapas
for s = 0:MaxCap %Estados
estado = [];
for a = 0:MaxCap-s %Acciones
esperado = 0;
for w = O:n %suma
esperado = CosOrd*esperado +
p(w+1)*((CosMan*(max(0, s + a - w))) +
(CosEsc*max(0, w - s — a)) +
CostoFinal (1-1, (max(0,s+a-w))+1));
end
estado = [estado esperado];
end
estado;
CostoFinal (1,s+1)=estado(1);
PoliticaOptima(1l-1,s+1)=0;
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for a=1:length(estado)-1
if estado(a+l) < CostoFinal(l,s+1)
CostoFinal(1l,s+1) = estado(a+l);
PoliticaOptima(l-1,s+1)=a;
end
end
end

end

PoliticaHorizonteRodante=[PoliticaHorizonteRodante; PoliticaOptima(1l,:)]

Aux=Aux+1;

disp(’Quieres una accién de control Si=1 No=2’)

F = input(’ ?);
if F==2
break
end
end
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