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Resumen

En este trabajo se aborda el estudio y diseño de esquemas de control robusto del movimi-
ento de un vehículo aéreo de cuatro rotores, cuyas características permitan su implementación
dentro de un sistema embebido. Primero, se introduce un panorama histórico del diseño y
desarrollo del quadrotor que le ha permitido alcanzar un grado avanzado de autonomía, des-
de los primeros modelos de máquinas de cuatro rotores hasta las más actuales y sofisticadas
plataformas. Después, se realiza un análisis del modelo matemático que describe el comporta-
miento dinámico de este vehículo, que es considerado un cuerpo rígido que rota y se traslada
en el espacio, por tanto, posee seis grados de libertad. El movimiento de rotación y traslación
se produce mediante la combinación de sus cuatro entradas de control (una fuerza principal
y tres pares) que son el resultado de la suma o diferencia del empuje producido por cada uno
de los cuatro rotores.

Posteriormente, se diseñan diversos controladores en base a la naturaleza subactuada del
quadrotor con el objetivo de realizar un seguimiento de trayectorias planificadas. Con el fin
proveer robustez a los esquemas propuestos, se utilizan diversas estrategias como las redes
neuronales B-Spline, re-constructores integrales, absorbedores virtuales de vibración, pseudo-
controladores o controladores virtuales, observadores extendidos de estados y algoritmos de
optimización por enjambre de partículas (Particle Swarm Optimization, PSO).

Finalmente, se presentan diversos casos de estudio que demuestran mediante simulacio-
nes numéricas la eficiencia y efectividad de los algoritmos propuestos para estabilizar el
cuatri-rotor en presencia tanto de perturbaciones externas como incertidumbre en el modelo,
mientras se ejecutan tareas de vuelo interactivo, regulación y seguimiento de trayectorias.
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Abstract

This disertation deals with the study and design of robust motion control schemes for a
four-rotor aerial vehicle, whose characteristics allow its implementation within an embedded
system. First, a historical overview of the design and development of the quadrotor is pre-
sented, which has allowed it to reach an advanced degree of autonomy, from the first models
of four-rotor machines to the most current and sophisticated platforms. Then, an analysis of
the mathematical model that describes the dynamic behavior of this vehicle is performed,
where it is asummed to be a rigid body that rotates and moves in the space, therefore, it has
six degrees of freedom (Degrees of freedom, DOF). The rotation and translation motions are
produced by combining its four control inputs (a main force and three torques) that are the
result of the sum or difference of the thrust produced by each of the four rotors.

Subsequently, several controllers are designed based on the underactuated nature of the
quadrotor in order to track planned trajectories. Furthermore, for providing robustness to
the proposed schemes, strategies such as B-Spline neural networks, integral re-constructors,
virtual vibration absorbers, pseudo-controllers or virtual controllers, extended state observers
and particle swarm optimization algorithms (PSO), are used.

Finally, several numerical simulations are presented, where case studies show an accep-
table efficiency and effectiveness of the proposed algorithms to stabilize the quad-rotor sub-
jected to both external disturbances and model uncertainties, while performing tasks as
interactive flight, regulation and trajectory tracking.
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Capítulo 1

Estado del arte

1.1. Introducción
En los últimos años, el desarrollo de los sistemas aéreos no tripulados (Unmanned Aerial

Systems, UAS’s) se ha intensificado, manifestando un importante crecimiento tanto en el
ámbito militar como civil. Esto se debe principalmente a los avances tecnológicos en el diseño y
fabricación de nuevos y más sofisticados microprocesadores, sensores y sistemas de propulsión
(actuadores) y comunicación, que han reducido su tamaño y peso, características que se
ven reflejadas en una mayor eficiencia y autonomía [1.1, 1.2]. Así también, debido a sus
características funcionales en comparación con vehículos tripulados, debido a que poseen
una mayor maniobrabilidad, bajo costo, baja detectabilidad por radares, mayor eficiencia y
ningún riesgo para la tripulación. Dentro de la terminología aeroespacial, los autores en [1.2]
hacen referencia a los robots aéreos (máquinas robóticas voladoras) como vehículos aéreos no
tripulados (Unmanned Aerial Vehicles, UAV’s), mientras que el término UAS se emplea para
todo el conjunto que involucra la infraestructura, el sistema y la interfaz humano-máquina,
que permiten un vuelo autónomo, es decir, el UAV es parte de un UAS. A lo largo de la
tesis se utiliza el término UAV por simplicidad, teniendo en cuenta la aseveración anterior.
A su vez, el término drone se utiliza también para referirse a un vehículo aéreo no tripulado,
sin embargo, siendo estrictos, no es un sinónimo de UAV, ya que estos poseen inteligencia
limitada [1.3, 1.4].

1.2. Clasificación
Los robots UAV han ganado una gran popularidad ya que abarcan un amplio rango

de tamaños y formas. Su integridad física depende del procesamiento en tiempo real de
la información acerca del medio y de los objetivos de misión asignados, por lo que existe
un compromiso estrecho entre su complejidad, las capacidades de procesamiento y toma de
decisiones.

3
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Existen algunas diferencias y similitudes entre los UAV’s y otro tipo de vehículos autóno-
mos como los vehículos terrestres no tripulados (Unmanned Ground Vehicles, UGV’s), Figu-
ra 1.1a, y los vehículos submarinos no tripulados (Unmanned Underwater Vehicles, UUV’s),
Figura 1.1b. Por ejemplo, a diferencia de los UGV’s, para describir y controlar los movi-
mientos de un UAV se utiliza un modelo dinámico, expresado en términos de aceleraciones,
fuerzas y torques en lugar de velocidades (modelo cinemático) [1.5]. Uno de los principales
desafíos para estos vehículos reside en la complejidad del medio en el que deben desplazarse
para ejecutar la tarea asignada o misión (principalmente tareas de reconocimiento, vigilancia,
localización de objetivos y rescate [1.6]), que es una combinación impredecible de elementos
tanto verticales como horizontales, con superficies y obstáculos desconocidos [1.2]. Por otro
lado, en el modelo dinámico de los UUV’s existen términos asociados a las fuerzas de arras-
tre (drag), que son más significativas en el agua que en el aire, y una fuerza de flotabilidad
(buoyancy). Entre las principales aplicaciones de los UUV’s se encuentran la recolección de
datos, inspección profunda del océano, monitoreo de tuberías y el mapeo oceanográfico [1.7].

(a) UGV Husky. (b) UUV Remus.

Figura 1.1: Vehículos no tripulados.

Existe diversos tipos de UAV’s, siendo los UAV’s de ala fija (Fixed-Wing Unmanned
Aerial Vehicles, FW-UAV’s)los más comunes y con mayor desarrollo. Estas aeronaves (air-
crafts), son similares a los aviones de pasajeros, con un par de alas para proveer sustentación
(lift), un sistema propulsor para proveer empuje (thrust) y superficies aerodinámicas para
controlar su movimiento. Su eficiencia es mayor en comparación con otros UAV’s, lo que le
permite realizar vuelos prolongados. Sin embargo, su uso en interiores esta descartado ya
que no poseen la capacidad de sostener un vuelo cuasi-estacionario (hovering) y de girar en
distancias reducidas [1.8]. Por su parte, los vehículos no tripulados de ala rotatoria (Rotary-
Wing Unmanned Aerial Vehicles, RW-UAV’s) cuentan con diversas configuraciones, entre las
que se encuentra el helicóptero convencional, el helicóptero coaxial y los multi-rotores, los
cuales pueden sostener un vuelo cuasi-estacionario y despegar-aterrizar de manera vertical
(Vertical Take-Off and Landing, VTOL). Los FW-UAV’s y RW-UAV’s son las configuracio-
nes clásicas más utilizadas en las aplicaciones asignadas a los vehículos aéreos no tripulados.
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Entre las principales destacan la vigilancia, monitoreo, fotografía, inspección, y trasporte de
carga [1.2], teniendo los RW-UAV’s más aplicaciones civiles que los FW-UAV’s [1.9]. Por
otro lado, los avances tecnológicos también han permitido el desarrollo de nuevas configura-
ciones de UAV’s, como los UAV’s bioinspirados (Flapping-Wing Unmanned Aerial Vehicles,
Fl-UAV) y los UAV’s más ligeros que el aire (Lighter-than-Air Unmanned Aerial Vehicles,
LtA-UAV’s).

En la Figura 1.2 se muestran algunos ejemplares de los vehículos aéreos mencionados:
el vehículo que se observa en la Figura 1.2a es un prototipo del tipo Fl-UAV, su diseño y
principio de funcionamiento esta inspirado en el aleteo y vuelo de un cuervo. Es uno de
los primeros modelos en emplear un control de ala independiente, es decir, un actuador se
encarga del movimiento, velocidad de aleteo y deformación de una de las alas. Este robot
tiene la capacidad de ejecutar de manera exitosa maniobras acrobáticas bioinspiradas, como
inmersiones y volteretas [1.10]. Por su parte, los autores en [1.11] presentan un LtA-UAV
principalmente para aplicaciones relacionadas a la robótica de entretenimiento. Este novedoso
dirigible (airship o blimp) es una esfera con un diámetro de 2.7m llena de helio con cuatro
actuadores, que le permiten moverse de manera omnidireccional y rotar respecto a cualquiera
de sus ejes. En la Figura 1.2b se aprecia que su estructura ligera le permite la interacción
con humanos y sobrevolar con bajo riesgo sobre ellos, tanto en interiores como exteriores,
características que lo hacen ideal par eventos de exhibición.

(a) Fl-UAV Robo-Raven. (b) LtA-UAV Skye.

(c) RW-UAV MG-1P. (d) FW-UAV MX1.

Figura 1.2: Diferentes tipos de UAV’s.
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En la Figura 1.2c se observa un RW-UAV de ocho rotores (octocopter) que ejecuta tareas
de fumigación sobre un sembradío de caña de azúcar. Debido a las características propias de
los vehículos VTOL, su capacidad de hovering le permite optimizar e incrementar la preci-
sión de aspersión de pesticidas y fertilizantes, y así propiciar una mayor productividad de los
cultivos [1.12]. Este sistema cuenta con una bomba de presión, que presuriza el líquido para
que fluya por la boquilla. La variación de la masa del vehículo asociada con la cantidad de
líquido esparcido, es una perturbación para el sistema, y su compensación debe ser conside-
rada durante el proceso de diseño del controlador. El control de la actitud se realiza mediante
la variación de la velocidad angular de sus rotores, de manera similar a como se hace para
los helicópteros de cuatro y seis rotores (hexacopter). Finalmente, se presenta un FW-UAV,
Figura 1.2d, utilizado para tareas de vigilancia de oleoductos, industria agropecuaria, eléc-
trica, ferroviaria, de telecomunicaciones y militar. Su fuselaje fabricado a base de fibra de
carbón de grado aeroespacial le permite alcanzar una velocidad de 120 km/h , además tiene
la capacidad de capturar imágenes de alta calidad a una altura de 1200m, pasando así prác-
ticamente desapercibido. Mediante el control de sus superficies aerodinámicas (elevadores,
alerones y timón de dirección (elevators, ailerons y rudder)), puede desplazarse en el espacio
tridimensional, que le permite ejecutar las fases de vuelo necesarias para cualquier aeronave
de ala fija: despegue, ascenso, crucero, descenso, aproximación y aterrizaje. A diferencia de
los RW-UAV, los UAV de ala fija tienen la desventaja de que al volver de alguna misión
necesitan espacio para poder aterrizar a una velocidad relativamente alta [1.13], por lo que
su aterrizaje en distancias cortas, por ejemplo en la plataforma de un barco, es una tarea
compleja.

1.3. El helicóptero de cuatro rotores
Una de las plataformas aéreas que ha cautivado la atención de los investigadores y afi-

cionados a los UAV (hobbyist) es el helicóptero con cuatro rotores (four-rotor rotorcraft),
Figura 1.3. A diferencia del helicóptero convencional, este vehículo se controla mediante la
variación de la velocidad angular de cada uno de sus rotores.

Figura 1.3: Parrot AR. Drone quadrotor.
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El también llamado en los textos como cuatri-rotor (quadrotor) o cuadricóptero (quad-
copter) [1.14], se ha vuelto popular principalmente por el bajo costo y sencillez de su cons-
trucción, así como por sus capacidades de hovering y VTOL, características que permiten
su operación tanto en interiores como exteriores. Un quadrotor es un sistema altamente aco-
plado, sub-actuado (underactuated), con seis grados de libertad y cuatro entradas de control
independientes. Por lo tanto, el control de movimiento de este sistema no-lineal no es una
tarea sencilla, lo que ha motivado en gran medida la realización de la tesis.

1.3.1. Primeros prototipos

En años recientes, múltiples grupos de investigadores han presentado diversos trabajos
de investigación en revistas de divulgación científica y memorias de congresos, para dar
a conocer importantes aportaciones para mejorar la autonomía, navegación y desempeño
del vuelo del quadrotor en ambientes controlados y no controlados. No obstante del auge
actual, esta plataforma no es nueva, existen reportes de principios del año 1900 sobre algunos
prototipos de helicópteros de cuatro rotores desarrollados a la par de otras configuraciones
de helicópteros, con el fin de lograr el vuelo vertical mediante una máquina. Los esfuerzos
por parte de la humanidad para construir un dispositivo capaz de volar verticalmente, han
sido registrados en diversos archivos históricos, desde el siglo XV con Leonardo da Vinci y su
air-screw, Figura 1.4a, pasando por los modelos de vuelo vertical de Lambertgye y Bright,
Figuras 1.4b y 1.4c, hasta los auto-giros de Vuitton, Figuras 1.4d, donde las ideas y diseños
se fueron perfeccionando, así como los mecanismos de actuación para producir el movimiento
rotatorio.

(a) Da Vinci, 1493. (b) Lambertgye, 1818. (c) Bright, 1861. (d) Vuitton, 1877.

Figura 1.4: Bosquejos históricos [1.15].

Pero fue hasta principios del siglo XX que surgieron alrededor del mundo los primeros
prototipos funcionales basados en alas rotatorias, los primeros helicópteros. Los principales
retos que tuvieron que enfrentar los primeros prototipos fueron el control, llevar una carga
útil en relación con el peso de la máquina, la vibración en tierra y el torque [1.16]. Algunos
de ellos fueron diseños multi-rotores que evolucionaron hasta convertirse en lo que ahora son
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los más sofisticados helicópteros. A principios de 1907 los hermanos Louis y Jacques Breguet
en asociación con el profesor Richet, construyeron una máquina que consistía en un chasis
central de tubos de acero que soportaba al piloto y al motor. Al extremo del brazo yaciente en
cada esquina de la estructura central estaba montado un rotor-doble plano (biplane) de cuatro
hélices cubiertas de tela, Figura 1.5a. Esta máquina conocida como el giro-plano Breguet-
Richet, fue la primera en elevarse por sí sola verticalmente con un sistema de elevación de ala
rotatoria. Este modelo comandado por un piloto abordo, tenía un motor Antoinette de 45hp
y pudo elevarse aproximadamente 0.60m durante un minuto. Sin embargo, debido a que su
comportamiento no era estable para volar libremente, fue necesario estabilizar el vehículo por
medio de cuatro asistentes para evitar cualquier movimiento errático que atentara contra la
integridad del vehículo. En años posteriores, se presentó el giro-plano en su segunda versión,
que integraba un motor de mayor potencia (55 hp, Renault) y tenía la capacidad de volar
a una altura aproximada de 4.5m bajo control. No obstante, fue completamente destrozada
al aterrizar. Más tarde ese mismo año, una máquina fabricada por el francés Paul Cornu
realizó el que probablemente fue el primer vuelo libre de cualquier anclaje, con una dura-
ción de 24 s. Su helicóptero tenía dos rotores de alrededor de 6m de diámetro montados en
configuración tándem, uno detrás de otro, como se aprecia en el modelo a escala presentado
en la Figura 1.5b. El asiento del piloto estaba situado entre los dos rotores, muy próximo
al motor principal (24hp, Antoinette) que proporcionaba movimiento a los rotores a través
de un sistema de banda. La primer versión de este vehículo solamente alcanzó una altura de
0.30m, sin embargo, la segunda versión pudo elevarse hasta los 2m. La falta de presupuesto
y la inadecuada controlabilidad del helicóptero (debido a que el vehículo no pudo elevarse
lo suficiente para superar lo que ahora se conoce como ground-effect), influyeron para que
Cornu abandonara el desarrollo posterior de su prototipo.

(a) Giro-plano de Breguet-Richet. (b) Helicóptero de Cornu.

Figura 1.5: Los primeros helicópteros [1.17].

Otro de los principales pioneros en el diseño y construcción de los primeros prototipos de
ala rotatoria fue el ruso Igor Ivanovich Sikorsky, quien construyó su primer máquina en el
año de 1909, un helicóptero del tipo coaxial con dos hélices de dos palas (4.6m de diámetro
para el propulsor superior y 5m para el inferior). Un año más tarde construyó un segundo
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prototipo con características más sofisticadas. Sin embargo, continuó teniendo problemas con
el peso de la aeronave, ya que al igual que para el primer diseño, los motores (25hp, Anzani)
no poseían la potencia necesaria para elevarla. En la Figura 1.6 se presentan los bosquejos de
ambos prototipos. Las principales modificaciones fueron el fuselaje de tubo de acero soldado
y las hélices de tres palas. Sikorsky decidió posponer más investigaciones referentes a los
sistemas de ala giratoria, debido a que se enfocó en la construcción de prototipos de ala fija.

(a) Prototipo S1. (b) Prototipo S2.

Figura 1.6: Prototipos de Sikorsky [1.18]

Una década más tarde, el francés Etienne Oemichen realizó algunos experimentos con
mecanismos de ala rotatoria. Construyó en total seis dispositivos, siendo el segundo el más
relevante, Figura 1.7a. Este tenía una estructura tubular en forma de “X” con rotores de dos
aspas en el extremo de cada uno de sus cuatro brazos. Además, requería de ocho pequeños
rotores para el control y movimiento lateral: cinco de ellos eran horizontales con paso de pala
variable para la estabilidad lateral, otro más en la punta para la dirección y los restantes
como propulsores. El segundo prototipo de Oemichen tenía la capacidad de sostener el vuelo
por varios minutos, en 1924 estableció el récord de distancia recorrida para un helicóptero
(360m), y meses después completó un circuito cerrado de 1 km en solo siete minutos y
cuarenta segundos. Más allá de sus diversas cualidades de potencia y controlabilidad, no
se consideró un prototipo práctico, por lo que Etienne decidió enfocarse en el desarrollo de
aeronaves de un solo rotor y dos rotores anti-torque, pero su éxito no fue el esperado.

Contemporáneamente a las pruebas realizadas por Etienne Oemichen, en el año 1921, la
Armada de los Estados Unidos encomendó tareas al Dr. ruso de Bothezat para el desarrollo de
una máquina de vuelo vertical, Figura 1.7b. El prototipo de Bothezat, tenía una estructura en
forma de “X” que pesaba 1678 kg, la cual servía de soporte para sus rotores de seis hélices de
8.1m de diámetro situados al final de cada brazo de 9m. La construcción del prototipo tomó
tan solo 18 meses, incluyendo las etapas de diseño, construcción, ajustes y todas las pruebas.
Se realizaron los primeros vuelos entre octubre y diciembre de 1922. El 18 de diciembre de
1922 durante un vuelo de prueba en la sede de la división de ingeniería en el MeCook Field,
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Dayton, Ohio, la aeronave se elevó a una altura de 1.8m y sostuvo el vuelo durante 1 minuto
y 42 segundos. En pruebas posteriores logró volar a una altura de 1.2m con dos personas
abordo en enero de 1923 y con otras cuatro más sujetadas en cada uno de los brazos un par
de meses después. Esto fue gracias a la inclusión de actuadores con más potencia, el primero
en emplearse fue un motor Le Rhône de 170hp situado en el centro de la aeronave. La noticia
del éxito que tuvo en sus vuelos se dispersó por el mundo y los principales medios impresos
dedicaban espacio en sus columnas:

“JUST recently reports have been coming along of several successful flights of some of the
experimental helicopters with which various inventors, in different parts of the world, are

attempting to solve the problem of direct lift and hovering. One of these, which appears to be
making a certain amount of progress towards success, is the de Bothezat” [1.19, 1.20].

Debido a sus características inerciales, el prototipo era estable. Sin embargo, a pesar de su
éxito y de los numerosos vuelos llevados a cabo, la Air Corps rápidamente perdió interés.
El prototipo de Etienne tuvo vuelos más exitosos que el de Bothezat en cuanto a duración
y distancia. Sin embargo, ambas propuestas fueron de gran relevancia y contribuyeron al
desarrollo de otros prototipos de ala giratoria y con justificación se les puede adjudicar la
etiqueta de los primeros quadrotors.

(a) Oemichen [1.17]. (b) de Bothezat.

Figura 1.7: Prototipos con cuatro rotores principales.

Pasaron algunos años antes de que se construyera otro helicóptero con cuatro rotores.
Para el año 1945 se habían construidos al menos 72 helicópteros, de los cuales solamente
tres eran de cuatro rotores [1.21]: las máquinas de Breguet-Richet, Oemichen y de Bothezat.
Fue hasta mediados de 1950 cuando la compañía Convertawings (liderada por Marc Adman
Kaplan) presentó su helicóptero con dos motores C90-Continental (90hp) para mover sus dos
pares de rotores en configuración tándem (formando una “H”), Figura 1.8a. A diferencia de los
modelos anteriores no contaba con rotores adicionales para controlar el movimiento lateral,
que se controlaba mediante un empuje (thrust) diferencial de sus rotores. A pesar de tener un
peso de 997 kg alcanzaba una velocidad aproximada de hasta 130 km/h y realizar frenados
relativamente instantáneos a esa velocidad. Sin embargo, y a pesar de todas sus cualidades
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principalmente de su sistema de control (precursor de algunas plataformas experimentales
que incorporan alas tándem con cuatro propulsores), el proyecto se dio por terminado debido
a su baja demanda tanto comercial como militar. Existen registros sobre otros proyectos de la
empresa que incluían mejoras y diferentes sistemas de actuación (que implicaba un aumento
de la capacidad de carga): turbinas Boeing 502 incluidas en el modelo B (bajo requerimientos
de la marina y armada norteamericana), turbinas de gas para el modelo E (para transporte de
carga y pasajeros) y turbo-motores French Artouste II para el modelo F (diseño mono plaza),
Figura 1.8b. Sin embargo, y debido a recortes presupuestales de la defensa, la construcción
de estos diseños fue cancelada.

(a) Convertawings modelo A. (b) Convertawings modelo F.

Figura 1.8: Helicópteros de Convertawings [1.22, 1.23].

1.3.2. Historia reciente

A medida que el concepto de quadrotor se alejó solo del uso militar, se comenzaron a
introducir tanto en el mercado de los modelos a radio control RC como en el ámbito de la
investigación, diversos modelos de tamaño compacto. Una de las primeras contribuciones se
presentó a finales de los 90’s, en Estados Unidos, donde el ingeniero Mike Dammar diseñó
y construyó su propio prototipo quadrotor. Mientras trabajaba para la empresa Spectrolu-
tions Inc, puso a la venta el Roswell Flyer (también llamado HMX-4 Flyer, Figura 1.9) que
posteriormente fue adquirido por la empresa Draganfly. Un par de años más tarde algunos
grupos de investigación utilizaron el HMX-4 Flyer con el fin de diseñar e implementar diversos
controladores automáticos de vuelo.

Mientras tanto, en el año 2000, investigadores de la Universidad de Stanford presentaron al
Mesicopter [1.24], que era un vehículo cuatri-rotor desarrollado principalmente para funcionar
como una plataforma de sensado y monitoreo ambiental. Este era un prototipo miniatura de
tan solo un par de centímetros de envergadura (distancia de rotor a rotor), Figura 1.10a. El
proyecto estaba enfocado principalmente en el estudio de los efectos aerodinámicos en rotores
de escala reducida.
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Por otro lado, en el año 2002, investigadores de la Universidad de Pensilvania propusieron
algoritmos de control no lineal basados en las teorías de backstepping y feedback-linearization
[1.25]. El principal objetivo era estabilizar y realizar el output tracking control1 para un cuatri-
rotor HMX-4 Flyer. Las pruebas de laboratorio fueron realizadas solamente para movimientos
verticales y de guiñada (yaw), y la estimación de actitud y posición se realizó mediante
retroalimentación visual por medio de una cámara. El término quadrotor fue utilizado por
los autores para hacer referencia al helicóptero de cuatro rotores.

(a) Vista lateral. (b) Vista superior.

Figura 1.9: Roswell Flyer o HM4-X quadrotor.

Paralelamente, se abordó por primera vez el problema de seguimiento de trayectorias
para el quadrotor en [1.27]. Para esto, se utilizó un servo-control visual basado en técnicas
de backstepping con retroalimentación de posición de una cámara eye-in-hand2, que estaba
ubicada en el centro de masa del quadrotor. Ese mismo año, en [1.29] se presentó un modelo
dinámico para el helicóptero de cuatro rotores, donde se incluía la dinámica de los motores.
El control de movimiento se realizó mediante un esquema basado en funciones de Lyapunov.
Además, los autores propusieron el término X4-Flyer como un nombre descriptivo para una
amplia gama de robots aéreos de cuatro rotores, que fue adoptado por otros investigadores
para referirse al quadrotor. A pesar de que no se presentó el desarrollo experimental, este
trabajo fue una de las primeras aportaciones sobre el modelado y control del quadrotor.
Por su parte los autores en [1.30] presentaron su plataforma prototipo desarrollada en la
Universidad Nacional Australiana (de ahí que se haya nombrado a este diseño como el X4-
Flyer ANU), Figura 1.10b. En su publicación se da una descripción detallada del hardware
que conforma la plataforma experimental.

1Hacer que la salida de la planta a través de una acción de control, siga la salida de un modelo de referencia
establecido lo más cerca posible [1.26].

2El uso de una cámara en un lazo de control de un robot se puede llevar a cabo de dos maneras: eye-
in-hand, cuando está montada rígidamente en el efector final del robot (on-board); y (eye-to-hand) cuando
observa al robot dentro de su espacio de trabajo (off-board) [1.28].
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Así también, se introduce un sistema de control de vuelo aumentado (fligth augmentation
control system) similar a los mecanismos utilizados para modificar las características de la
respuesta dinámica de los sistemas de ala fija: aviones convencionales y FW-UAV’s, donde se
considera solamente la actitud del vehículo sin importar la trayectoria descrita. El diseño del
controlador se realizó bajo los criterios de amortiguamiento (damping), tiempo de estableci-
miento (settling time) y de subida (rise time). De igual manera, se presentaron resultados de
simulación y una serie de experimentos realizados con el X4-Flyer ANU.

(a) Mesicopter. (b) ANU Flyer.

Figura 1.10: Diferentes prototipos de quadrotors I.

Un año más tarde, investigadores de la Universidad de Pensilvania presentaron un nuevo
esquema de control para el quadrotor [1.31]. El objetivo principal era estabilizar el vehículo
mediante un sistema pose estimation3 conformado por dos cámaras: una abordo y otra en
tierra. Se presentaron resultados experimentales utilizando el HMX-4 Flyer para demostrar
la efectividad del método de control propuesto.

Para el año 2004 aumentaron los estudios sobre el quadrotor de manera considerable.
Se desarrollaron diversos proyectos en institutos y universidades alrededor del mundo; el
OS4 desarrollado en el Instituto Federal de Tecnología Suizo en Lausanne (EPFL) [1.32,
1.33], Figura 1.11a; el STARMARC en la Universidad de Stanford, Figura 1.11b, [1.34]; el
Mark II en la Universidad Nacional Australiana, Figura 1.11c, [1.35]; y proyectos donde el
modelo comercial Draganflyer era la plataforma base, Figura 1.11d: Universidad Tecnológica
de Compiègne en Francia [1.36, 1.37], Universidad de Lakehead en Ontario, Canadá [1.38] y
en la Universidad de Wollongong en Australia [1.39].

3Estimación de posición y orientación de un cuerpo mediante una imagen.



Capítulo 1. Estado del arte 14

(a) OS4 quadrotor. (b) STARMAC.

(c) X-4 Flyer Mark II. (d) Draganflyer IV.

Figura 1.11: Diferentes prototipos de quadrotors II.

En [1.32, 1.33] se reportó el diseño y construcción de un quadrotor para navegación en inte-
riores (indoors). La plataforma de pruebas (test bench) tenía un microprocesador PIC16F876
como unidad central que permitía la comunicación vía i2C y RS232 entre la plataforma y un
computador (para enviar las instrucciones y mandos de control). El lazo de control utiliza-
ba información de las mediciones de una unidad de medición inercial (Inertial Measurement
Unit, IMU), que estimaba la actitud mediante un filtro de Kalman. El control de la actitud se
realizó mediante un controlador basado en funciones de Lyapunov y técnicas de control con-
vencionales, control proporcional integral derivativo (Proportional-Integral-Derivative, PID)
y control cuadrático óptimo (Linear Quadratic, LQ), respectivamente.

Por otro lado, en [1.34], se presentó el prototipo STARMAC (Stanford Testbed of Autono-
mous Rotorcraft for Multi-Agent Control), con el objetivo de desarrollar y validar técnicas de
control multi-agente para evasión autónoma de obstáculos y colisiones, así como formaciones
de vuelo principalmente en exteriores. Cada vehículo calculaba en tiempo real su trayectoria
óptima, mientras vuela en conjunto con los demás vehículos. Se integraron al sistema algunas
tecnologías modernas para la época como el bluetooth, wireless y GPS. Para el control de la
actitud y altitud del vehículo se implementaron controladores por modos deslizantes (Sliding
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Modes Control, SMC) y un regulador cuadrático lineal (Linear Quadratic Regulator, LQR),
respectivamente.

Los autores en [1.35] desarrollaron un vehículo aéreo de cuatro rotores que nombraron
Mark-II. Este prototipo utilizaba los rotores invertidos con el fin de mejorar las propiedades
de estabilidad del vehículo. Así también, realizaron un estudio extenso sobre el diseño del
perfil aerodinámico de las hélices (ANUX2). Para validar la propuesta unicamente se llevaron
a cabo simulaciones numéricas, debido a que la plataforma necesitaba mejoras antes de volar
de manera autónoma.

En [1.36, 1.37] se introdujo un modelo dinámico del quadrotor deducido mediante las
ecuaciones de movimiento de Lagrange (la mayoría de los modelos propuestos con anterioridad
fueron derivados mediante las ecuaciones de Newton-Euler). Se llevaron a cabo experimentos
en tiempo real para demostrar que el algoritmo de control propuesto tenía la capacidad
de realizar de manera autónoma tareas de despegue, hovering y aterrizaje. El algoritmo
de control diseñado utilizaba saturaciones anidadas, cuyo desempeño fue evaluado tanto de
manera experimental como en simulación numérica. Este trabajo fue uno de los primeros en
el que se implementaron controladores en tiempo real para el quadrotor de manera exitosa.
De igual manera, los autores en [1.39] también utilizaron el Draganflyer para realizar pruebas
experimentales. En su reporte se incluyó el análisis teórico de la dinámica del helicóptero, que
se utilizó para desarrollar un simulador de vuelo mediante la plataforma Java4GL y archivos
XML (para el almacenamiento de los datos). La construcción de esta plataforma virtual
permitió analizar y comprender de mejor manera la dinámica sub-actuada4 (underactuated)
y no lineal acoplada del quadrotor. A finales del mismo año, en [1.38] se propuso el uso
de cuaterniones (quaternions) para representar la actitud del helicóptero, así como para
diseñar un controlador PD2 para la compensación de los efectos giroscópicos y de Coriolis.
La estructura del esquema de control constaba de un factor proporcional en términos del
vector de cuaterniones y las dos acciones derivativas en términos de las velocidades angular
y del cuaternion, respectivamente. La eficiencia del controlador propuesto se comparó con un
esquema PD convencional mediante simulaciones numéricas.

Es importante también mencionar los múltiples experimentos realizados por los profesores
Mark Drela y Jonathan How, quienes junto a sus alumnos del Instituto de Tecnología de
Massachusetts construyeron el prototipo Phaeton en sus cursos de verano e invierno del
2004. En el proyecto se utilizó la plataforma comercial Draganflyer X-Pro, Figura 1.12a, sin
embargo, se realizaron diversas modificaciones en su estructura con el fin de que el vehículo
fuera funcional para los requerimientos del proyecto, principalmente la capacidad de carga
(payload).

Para el 2005 continuaron las investigaciones sobre vehículos aéreos autónomos, donde
nuevos grupos de investigadores comenzaron a diseñar y construir sus plataformas de cuatro
rotores, así como diversos algoritmos de control para controlarlas. En [1.41] se propuso un
modelo dinámico cuasi-estacionario para el prototipo CEA Flyer, Figura 1.12b. En este tra-

4El número de grados de libertad excede el número de entradas de control [1.40].
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bajo se considera que la dinámica del rotor es insignificante en comparación con la dinámica
del cuerpo. Entonces, se diseña una ley de control no lineal para controlar las velocidades de
traslación y el ángulo de guiñada. De igual manera, se utiliza la representación por medio
de cuaterniones, con el fin de evitar la singularidad inherente a la representación de la ac-
titud con los ángulos de Euler. Por último, se realizan múltiples vuelos experimentales para
demostrar la factibilidad del controlador propuesto, donde un procesador digital de señales
(DSP, Digital Signal Processor) funge como unidad central de procesamiento y almacena-
miento de los parámetros de vuelo. Por su parte, el prototipo presentado en [1.42] utiliza un
DSP como unidad central de procesamiento y sensores ultrasónicos e infrarrojos, giroscopios
y una cámara CCD (Charge Coupled Device) para retroalimentar la posición y actitud del
prototipo. El esquema de control está basado en un lazo interno de control robusto, donde
se consideran modelos de referencia basados en función de inercias-torques y fuerzas-masas,
ambos sin fricción. Pruebas experimentales confirman la eficiencia del esquema de control
para mantener el estado de hovering, así como la regulación de la actitud.

(a) Draganflyer X-Pro. (b) CEA Flyer.

Figura 1.12: Diferentes prototipos de cuatri-rotores III.

Por otro lado, los autores en [1.43] presentan mejoras del esquema de pose estimation
propuesto en [1.31]. Aquí, se diseñan dos controladores no lineales del tipo backstepping y
feedback linearization, los cuales se prueban mediante simulaciones antes de llevar a cabo la
implementación experimental. Una de las pruebas realizadas es estabilizar el quadrotor en
modo hover (manteniendo una posición constante y ángulos cercanos a cero). De igual forma,
otros autores presentan diversas mejoras a sus propuestas previas, con nuevas y más robustas
estrategias para controlar el quadrotor ; en [1.44, 1.45] en ese mismo año; en [1.46–1.48] en el
2006; y en [1.49–1.51] en el 2007.

Por otro lado, en [1.52] se introduce un esquema de control del tipo backstepping para el
seguimiento de trayectorias, donde se divide la dinámica y control en tres subsistemas: diná-
mica subactuada, dinámica completamente actuada y un subsistema de propulsión. La salida
del subsistema subactuado es el movimiento en las direcciones x y y, que se controla mediante
dos controladores virtuales. Los resultados de simulación confirman un buen desempeño del
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esquema de control. A pesar de que solo se presentan resultados de simulación, esta pro-
puesta es una de las aportaciones pilares en el contexto de control aplicado en el quadrotor,
y en conjunto con las previamente citadas, representan un punto de inflexión en el diseño,
desarrollo y construcción del helicóptero de cuatro rotores.

Recientemente, prototipos experimentales más sofisticados como el Kmel Nano mostrado
en la Figura 1.13a (desarrollado por investigadores de la Universidad de Pensilvania [1.53]); la
plataforma MK-40 de MikroKopter utilizada en [1.54], Figura 1.13b; el Quanser QBall 2 [1.55–
1.57], Figura 1.13c; el AR.Drone Parrot [1.58], Figura 1.13d; el Hummingbird en [1.59, 1.60],
Figura 1.13e; se han utilizado como plataformas experimentales de investigación, con el fin
de proveer de mayor autonomía al quadrotor, así como mejores características de robustez
tanto a perturbaciones externas como internas por medio de algoritmos de estimación [1.61].

En [1.53], los autores presentan diversos de sus experimentos donde coordinan el vuelo
de un enjambre (swarm) conformado por 20 vehículos (cada uno de ellos con una masa de
75 g y 25 cm de envergadura) en un ambiente con obstáculos. A pesar de ser un vehículo de
tamaño compacto, el prototipo cuenta con todo un conjunto de sensores abordo: giroscopios
y acelerómetros para estimar la orientación y velocidad angular, un ARM Cortex-M3 como
procesador central corriendo a 72MHz (ejecuta en tiempo real el bucle de control que deter-
mina las velocidades deseadas de los rotores y se envía a cada uno de los controladores de
los motores a una velocidad de 600Hz) y dos transmisores Zigbee (operando a 900MHz) para
tareas de comunicación. La estimación de la actitud del Kmel Nano y la ejecución del algo-
ritmo de control de los movimientos de pitch y roll se lleva a cabo en el procesador a bordo
(on board), mientras que la retroalimentación de la posición (Vicon motion capture system),
control y planificación de trayectorias se realiza en una estación base (off board) mediante
Matlab®. Cada vehículo ejecuta giros acrobáticos (debido a sus propiedades inerciales) al
mismo tiempo que mantiene la distancia con los demás vehículos del grupo.

Por su parte, en [1.60] se presenta la Flying Machine Arena FMA, que es una plataforma
experimental y de demostración con pequeñas flotillas de robots aéreos. El vehículo que se
utiliza es el Hummingbird [1.59] de la compañía Ascending Technologies (ahora parte de
Intel). La FMA es un sistema distribuido, lo que le permite un alto nivel de comunicación
entre sus nodos (vehículos y estación de control). Algunas de las pruebas y demostraciones
experimentales ejecutadas en la FMA son el ball juggling, acrobacia adaptativa, aprendizaje
de movimiento iterativo, interacción por medio del Microsoft Kinect, lanzamiento/atrapada
colectivo de pelota y péndulo invertido. En la prueba de ball juggling, el robot trata de
interceptar y golpear con una raqueta de bádminton a una pelota que ha sido lanzada, ya
sea hacia un punto objetivo o hacía otro robot para que este responda de igual manera. El
seguimiento de la pelota (forrada con una cinta retrorreflectante para que pueda ser rastreada)
se realiza mediante un motion capture system. Por su parte, en la acrobacia adaptativa, un
quadrotor realiza el aprendizaje automático de volteretas simples, dobles o triples, así como
maniobras agresivas de traslación.
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En el aprendizaje de movimiento iterativo, se trata de mejorar las características del se-
guimiento de una trayectoria nominal a través de la experiencia previa (feed-forward), lo
que permite mejorar el seguimiento de trayectoria en cada iteración. Mientras tanto, en la
interacción por medio del Microsoft Kinect, el sensor se etiqueta con marcadores y es seguido
por el motion capture system para después ser transformado en el marco de referencia global
de la FMA, con el fin de que el movimiento de la mano del usuario sea seguido casi a la
perfección por el vehículo. Para el lanzamiento/atrapada colectivo de pelota, tres quadrotors
unidos a una malla triangular flexible lanzan y atrapan simultáneamente una pelota. Final-
mente, en el modo de péndulo se intenta balancear un péndulo invertido situado sobre el
robot. Las ecuaciones de movimiento del péndulo invertido se incluyen en un modelo dinámi-
co extendido del helicóptero. Las tareas de balanceo se han extendido para dos vehículos en
movimiento sincronizado, en el que uno de ellos lanza el péndulo y el otro trata de atraparlo
para estabilizarlo sobre él.

En [1.58] se presenta otro novedoso experimento, donde un quadrotor AR. Drone Parrot
forma parte de una interfaz cerebro-computadora (Brain Computer Interfaz, BCI5). Aquí, el
robot se controla con un electroencefalograma no invasivo (con la mente). Una cámara frontal
en la armazón del robot permite una retroalimentación visual para tareas de navegación. En la
primera etapa del proyecto se realiza el control de un modelo virtual del drone por medio de las
señales de control emitidas por la actividad cerebral y registradas por el electroencefalograma.
Posteriormente, múltiples experimentos se llevan a cabo con la plataforma física. El marco
de este estudio permite la expansión y evaluación del control desde distancias remotas, lo
que representa una importante aportación a la robótica de tele-presencia, al mismo tiempo
que provee la habilidad (tanto a pacientes con discapacidad como sanos) de interactuar con
el medio a través de la exploración tridimensional.

Otra de las plataformas utilizadas por diversos investigadores para implementar y compro-
bar la eficiencia de sus algoritmos de control para el seguimiento de trayectorias, navegación y
detección de fallas, es el Qball [1.55–1.57]. El sistema completo de la versión más reciente del
Qball incluye una estación en tierra y un motion capture system, OptiTrack. El procesador
principal on board es un ARM Cortex-A9 con una velocidad de procesamiento de 1 GHz.
Debido a que es una plataforma de arquitectura abierta, se pueden agregar diversos sensores
(además de los ya incorporados: acelerómetro de tres ejes, giroscopio de tres ejes y sonar)
según los requerimientos experimentales de cada proyecto.

Algunas otras plataformas de arquitectura abierta como el MK-40 de MikroKopter, per-
miten integran diversos componentes o elementos según la aplicación que se le dé al robot,
por ejemplo el sistema de propulsión, sistema de sensado, módulos de comunicación inalám-
brica, procesadores embebidos (lectura y comunicación de los diferentes sensores, sincronía
de la comunicación y ejecución del algoritmo de control) y fuentes de energía.

5Las BCI están destinadas a restaurar funciones cruciales para las personas que están severamente disca-
pacitadas por una amplia variedad de trastornos neuromusculares [1.58].
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(a) KMel Nano.

(b) MK-40 MikroKopter. (c) Quanser Qball.

(d) AR.Drone Parrot. (e) AscTec Hummingbird.

Figura 1.13: Plataformas para vuelos avanzados.

En [1.54] se utiliza el frame del MK-40 con un DSP de Texas Instruments TMS320F2812
como procesador central, motores sin escobillas Booster 1200 (Brush Less Direct Current
Motor, BLDCM) de 1200 rpm (cada uno provee 350 g de empuje vertical), controladores
electrónicos de velocidad (Electronic Spped Controller, ESC) PM-30A de Pro-Tronik y una
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batería Li-po de 12V y 2200 mAh. Se llevan a cabo experimentos con dos configuraciones de
hardware diferentes6: + y ×, respectivamente.

Es importante precisar que los trabajos citados hasta ahora han aportado de manera
significativa al desarrollo y mejora de todos los subsistemas que conforman al helicóptero de
cuatro rotores. No obstante, existen diversas áreas de oportunidad que requieren de novedosas
contribuciones.

1.4. Motivación y objetivos
Se ha presentado una amplia variedad de trabajos de investigación acerca del quadrotor,

sin embargo, existen diversas áreas de oportunidad que necesitan de novedosas aportaciones
que contribuyan a la mejora de la autonomía de este vehículo multi-rotor. Es por ello que en
este trabajo se introducen algunas estrategias innovadoras de control, donde se ha recurrido
a diversos mecanismos para mejorar la respuesta dinámica del sistema a lazo cerrado en
presencia de disturbios, mientras se mantiene un compromiso entre robustez y simplicidad
en el diseño y estructura de los controladores.

1.4.1. Planteamiento del problema

El diseño e implementación de esquemas de control de movimiento planificado para un
quadrotor representa un reto para el diseñador, debido a su dinámica no lineal, altamente
acoplada y subactuada. Sus capacidades de sostener un vuelo cuasi estacionario, así como
de aterrizaje y despegue vertical, le permiten ejecutar tareas tanto en interiores como exte-
riores. Cuando se encuentran realizando tareas en exteriores (ambientes no controlados) los
quadrotors están sujetos a fuerzas indeseables inducidas por la acción del viento, por lo que el
controlador principal debe contar también con características robustas. Al mismo tiempo, se
requiere que la información requerida por el controlador sea mínima, tanto del sistema como
de las posibles perturbaciones externas (incertidumbre paramétrica, dinámica no modelada y
perturbaciones), con el fin de que su estructura permanezca tan simple como sea posible. En
general, los nuevos desarrollos tecnológicos requieren de novedosos y más eficientes algoritmos
de control para una amplia gama emergente de vehículos autónomos.

6Cross: motores delanteros-traseros alineados con el eje longitudinal, mientras que los motores izquierdo-
derecho están alineados con el eje traslacional; X : con dos motores frontales y dos traseros.
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1.4.2. Objetivo general

Proponer diversos esquemas de control robusto que permitan realizar de manera satisfac-
toria tareas de regulación y seguimiento de trayectorias a un helicóptero de cuatro rotores
sometido a los efectos de perturbaciones endógenas y exógenas.

1.4.2.1. Objetivos particulares

Obtener el modelo dinámico del quadrotor mediante los formalismos de Euler-Lagrange
y Newton-Euler.

Diseñar un esquema de control adaptativo para el movimiento del quadrotor basado en
el uso de redes neuronales artificiales B-spline.

Aplicar los fundamentos de la absorción de vibraciones mediante absorbedores virtuales
y modos deslizantes para la síntesis de esquemas de control activo que permitan la
supresión de vibraciones inducidas por fuerzas armónicas en un quadrotor.

Diseñar un esquema de control robusto basado en las ideas centrales del control me-
diante rechazo activo de perturbaciones, donde el uso de un observador para estimar las
perturbaciones y las mediciones de velocidad son innecesarios debido al uso adecuado
de integrales iteradas y reconstructores integrales.

Presentar un esquema de control basado en un observador de estados extendido gene-
ralizado para el control longitudinal y rechazo de perturbaciones del sistema aéreo no
tripulado Ehécatl UAS-S4.

1.4.3. Contribuciones

Las principales aportaciones se enumeran a continuación:

Diseño de un algoritmo de control robusto para el rechazo activo de perturbaciones
mediante compensadores dinámicos.

Uso de redes neuronales B-Spline para el diseño de esquemas de control de movimiento
de un quadrotor.

Propuesta de una metodología para el entrenamiento fuera de línea de las redes neuro-
nales B-Spline mediante optimización por enjambre de partículas.

Diseño de una estrategia de regulación de movimiento basada en absorbedores virtuales
de vibraciones.

Diseño de un esquema de control de movimiento para el quadrotor basado en la teoría
de modos deslizantes.
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Propuesta de un controlador basado en un Observador Extendido de Estados Genera-
lizado para el seguimiento de trayectorias en vehículos aéreos no tripulado de alas fijas,
con el fin de mejorar sus capacidades de rechazo a perturbaciones.

1.5. Estructura de la tesis
La estructura del trabajo es la siguiente:

Capítulo 1: se presenta el estado del arte del helicóptero de cuatro rotores, donde se
realiza una recapitulación histórica de las máquinas de ala rotatoria que fueron los
antecesores del cuatri-rotor, así como los trabajos de diversos grupos de investigación
enfocados en el desarrollo de plataformas más sofisticadas.

Capítulo 2: se presenta el conjunto de ecuaciones diferenciales que describen el compor-
tamiento dinámico del quadrotor. Aquí, se utilizan los formalismos de Newton-Euler y
Euler-Lagrange para deducir las ecuaciones de movimiento del cuerpo rígido.

Capítulo 3: se introducen dos estrategias de control basadas en controladores del tipo
PD y PID adaptativo para tareas de regulación y seguimiento de trayectorias. También,
se propone una metodología de entrenamiento fuera de línea basado en la optimización
por enjambre de partículas.

Capítulo 4: se utilizan técnicas de control activo basadas en absorbedores virtuales
de vibraciones y modos deslizantes para el control del movimiento del quadrotor en
presencia de fuerzas armónicas inducidas por el viento.

Capítulo 5: se introduce un esquema de control basado en el rechazo activo de perturba-
ciones mediante compensadores dinámicos. Las incertidumbres del modelo y disturbios
se compensan adecuadamente mediante los mecanismos propuestos.

Capítulo 6: se propone un observador de estados extendido para el seguimiento de
trayectorias y rechazo de perturbaciones de un vehículo no tripulado de ala fija, el
cual fue propuesto durante la estancia de investigación en el LARCASE. Finalmente,
se realiza un análisis sobre las principales ventajas de utilizar una compensación de
perturbaciones en el diseño de controladores.
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Capítulo 2

Modelo dinámico de un quadrotor

2.1. Principio de funcionamiento del quadrotor

La obtención de un modelo matemático que exprese y represente el comportamiento
dinámico de un objeto volador es uno de los principales objetivos que se deben resolver antes
del diseño de una estrategia de control, que tiene como objetivo regular las fuerzas y torques
a las que está sometido. El quadrotor es un sistema dinámico subactuado de Múltiples -
Entradas y Múltiples - Salidas (Multiple Input - Multiple Output, MIMO), que posee seis
grados de libertad y solo cuatro entradas de control: una fuerza principal de sustento y tres
torques producidos por la diferencia de velocidad angular de cada uno de sus rotores. Los
rotores delantero y trasero giran en el mismo sentido, mientras que el par de rotores laterales
deben de hacerlo en sentido opuesto al primer par, conforme o en contra del sentido de
rotación de las manecillas del reloj, respectivamente.

El movimiento vertical y lateral del quadrotor se produce mediante diversas combinaciones
de las fuerzas inducidas por los dos pares de rotores, Figura 2.1, donde un incremento o
decremento de la velocidad angular corresponde con una longitud mayor o menor de las
flechas. La fuerza principal de sustento o empuje (thrust) le permite elevarse y descender,
mientras que el movimiento lateral se produce cuando la velocidad de uno de los rotores de
un par aumenta o disminuye, es decir, cuando se genera un momento de un par o torque
(cabeceo o pitch y alabeo o roll), manteniendo constante la velocidad de los rotores del
otro par. Por último, si la velocidad de un par de rotores disminuye de manera uniforme y
la velocidad del otro par se mantiene constante, el vehículo rota respecto a su eje vertical
(movimiento de guiñada o yaw). Por lo tanto, es importante que todos estos aspectos físicos
se representen mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales tanto para su análisis como
para la validación de los algoritmos de control automático propuestos (mediante simulaciones
numéricas).
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2.2. Ecuaciones de movimiento del quadrotor

En una primera aproximación, el quadrotor se puede modelar como un cuerpo rígido,
por lo que su comportamiento dinámico se puede describir utilizando dos marcos de referen-
cia [2.1–2.3]; el primero con ejes X, Y y Z, el cual esta fijo a la superficie terrestre (considerado
un sistema inercial, es decir, su velocidad es constante), y el segundo, con ejes X’, Y’y Z’,
que esta adherido al cuerpo del robot, Figura 2.2. Por lo tanto, es suficiente con descri-
bir la posición y orientación del marco sujeto al cuerpo para obtener un modelo dinámico
del quadrotor. Entonces, su comportamiento dinámico se describe mediante un conjunto de
ecuaciones diferenciales no lineales altamente acopladas.

Figura 2.1: Configuración de movimiento del quadrotor.

La estructura mecánica adecuadamente equilibrada soporta los cuatro rotores colocados
simétricamente, como se observa en la Figura 2.2, que se utilizan para generar la fuerza y
pares de control, definidos como u, τψ, τθ and τφ, respectivamente. Por lo tanto, se deben
diseñar controladores de fuerza y par para realizar seguimientos aceptables de trayectorias
planificadas. El movimiento del sistema se logra mediante el incremento o decremento de
la velocidad angular de cada rotor. El par de rotores 1 y 3 giran en dirección contraria al
movimiento de las manecillas del reloj, mientras que el otro par (2 y 4) lo hace en dirección
opuesta. El movimiento de pitch se produce mediante una diferencia en las fuerzas producidas
por los los rotores 1 y 3, Figura 2.3a, mientras que para el movimiento de roll se utilizan los
rotores 2 y 4, Figura 2.3b. Por otra parte, el movimiento de yaw se describe en la Figura 2.3c.
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Figura 2.2: Esquema principal de un vehículo aéreo de cuatro rotores.

La relación entre las fuerzas Fi para i = 1, 2, 3, 4 y las entradas de control u, τψ, τθ y τφ
está dada por [2.3]

u =
4∑
i=1

Fi

τψ =
4∑
i=1

τMi

τθ = (F3 − F1) l

τφ = (F2 − F4) l (2.1)

donde l es la distancia desde uno de los motores hasta el centro de masas y τMi
representa el

torque generado por cada rotor. Las fuerzas Fi y los pares τMi
se relacionan con la geometría

de las aspas de las hélices, por medio de los coeficientes de empuje y arrastre (drag). Por
consiguiente, se puede observar de las ecuaciones (2.1), que el movimiento del helicóptero en
diferentes direcciones del plano tridimensional se controla mediante la regulación de la velo-
cidad angular de cada rotor. De este modo, se puede llevar a cabo el seguimiento de diversas
trayectorias preestablecidas por medio de una combinación adecuada de los movimientos de
alabeo, cabeceo y guiñada.

La representación dinámica de un cuerpo rígido, en este caso del quadrotor, se dedu-
ce mediante diferentes aproximaciones [2.2]: las basadas en las ecuaciones de movimiento
de Lagrange [2.4–2.9]; en las ecuaciones de Newton [2.10–2.15]; y en la que se utilizan los
cuaterniones [2.16, 2.17].
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(a) Movimiento de pitch. (b) Movimiento de roll.

 

(c) Movimiento de yaw.

Figura 2.3: Movimiento del quadrotor en el espacio tridimensional.

2.2.1. Aproximación Euler-Lagrange

El modelo matemático que se obtiene mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange [2.18,
2.19] se describe a detalle en [2.1, 2.3], el cual se validó de manera experimental en tiempo
real, donde las ecuaciones de movimiento se obtienen al considerar el siguiente vector de
coordenadas generalizadas:

q = [x, y, z, ψ, θ, φ]T ∈ R6 (2.2)

donde ψ, θ y φ son los ángulos de Euler que describen la orientación del sistema, mientras
que x, y y z, son las coordenadas de posición del centro de masas (respecto al marco de
referencia inercial). Por lo tanto, el Lagrangiano1 del sistema se calcula mediante la energía

1L = T − V , [2.20]
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cinética T y potencial V total, de la siguiente manera:

L =
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 +

m

2
ż2 +

1

2
φ̇2Ix +

1

2
θ̇2(Iy cos2 φ− Iz sin2 φ)

+ θ̇ψ̇ cos θ sinφ cosφ(Iy − Iz) +
1

2
ψ̇2(Ix sin2 θ + Iy cos2 θ sin2 φ

+ Iz cos2 θ cos2 φ)− ψ̇φ̇Ix sin θ −mgz

aquí, m es la masa total del quadrotor, Ix, Iy y Iz son los elementos diagonales del tensor de
inercias expresado en el marco de referencia fijo al cuerpo, y g es la constante de aceleración
de la gravedad. Entonces, tras resolver las ecuaciones de movimiento de Lagrange la dinámica
perturbada no lineal se puede expresar como

mẍ = −u sin θ + ξx

mÿ = u cos θ sinφ+ ξy

mz̈ = u cos θ cosφ−mg + ξz (2.3)

las perturbaciones exógenas afectando la dinámica de traslación en las direcciones X, Y y
Z se representan con ξx, ξy y ξz, respectivamente. De igual manera, la dinámica angular
contiene numerosos acoplamientos no lineales, entre las variables dinámicas y los parámetros
del sistema. Por lo tanto, las ecuaciones de la dinámica angular son

Jη̈ = τη −C(η̇, η)η̇ + ξη (2.4)

con η = [ψ, θ, φ]T ; ξη = [ξψ, ξθ, ξφ]T contiene los pares de perturbación inducidos por el viento.
Así también, τη es el vector de entradas de control que se regulan mediante una estrategia
de control automático. Las matrices de inercias y coriolis se representan con J y C(η̇, η),
respectivamente. En el apéndice A se incluye el desarrollo y obtención del modelo mediante
esta metodología.

2.2.2. Aproximación Newton-Euler

En esta sección se emplean las ecuaciones de Newton-Euler para determinar el compor-
tamiento dinámico del quadrotor, que se han validado tanto experimental como teóricamente
por diversos grupos de investigación [2.10, 2.15]. Se consideran dos marcos de referencia, uno
fijo al cuerpo B = X’, Y’, Z’ y otro inercial I = X, Y, Z, con el fin de describir la posición y
orientación del cuerpo. El vector ξ = [x, y, z] denota la posición del centro de masas respecto
al marco de referencia inercial, mientras que la orientación del robot esta dado por el vector
η = [φ, θ, ψ] que contiene a los tres ángulos de Euler. Por lo tanto, utilizando las ecuaciones
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clásicas de Newton, el modelo dinámico de un cuerpo rígido esta dado por

ξ̇ =RV

mV̇ =− ω ×mV + FB

Ṙ =Rω̂

Iω̇ =− ω × Iω + τ (2.5)

aquí, FB y τ representan la fuerza y torques externos actuando sobre el centro de masas del
robot. Por su parte, V = RT ξ̇ ∈ R3 es el vector de velocidad expresado respecto al marco de
referencia fijo al cuatri-rotor. Mientras que ω ∈ R3 es el vector de velocidades angulares y I
es el tensor de inercias, ambos expresados en el marco de referencia B. Las matrices ω̂ y R
son la skew-symmetric matriz de el vector ω [2.21] y la matriz de rotación (que representa la
orientación de B respecto de I [2.2], [2.22]), respectivamente.

Entonces, con el fin de expresar el modelo en términos del marco de referencia inercial,
se considera v = ξ̇ y FI = RFB, lo que permite introducir el modelo dinámico mediante el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

ξ̇ =v

mv̇ =FI

Ṙ =Rω̂

Iω̇ =− ω × Iω + τ (2.6)

La dinámica de rotación se expresa en el marco de referencia móvil, ya que las velocidades
angulares se miden siempre en este marco.

2.3. Parámetros del sistema
Algunos de los parámetros utilizados para la validación de los controladores en simulación

(Capítulo 3-5) se aproximan mediante pruebas a lazo abierto, Figuras 2.4 y 2.5, y cálculos
analíticos de los momentos de inercia principales, Figura 2.6.

Figura 2.4: Prueba a lazo abierto del control de la velocidad angular de los rotores.
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Dentro de las principales pruebas experimentales está la medición de velocidad angular
de las aspas mediante un sensor infrarrojo y las tarjetas de desarrollo ARM Cortex-M0+ y
el TMS320F28027, así como la obtención de la posición vertical mediante un sensor Sharp
GP2Y0A21YK0F, Figura 2.5. Las señales se acondicionan mediante amplificadores operacionales
que trabajan en el rango de 0 a 3.3 volts.

Figura 2.5: Prueba a lazo abierto con la plataforma experimental.

La estimación de los elementos del tensor de inercias se realiza mediante el modelado de
los componentes del quadrotor con figuras geométricas básicas, de la siguiente manera:

Forma prismática:

Objeto Masa Largo Ancho Altura
Brazo: 20 gr 250 mm 12.7 mm 12.7 mm
Unidad central 95 gr 95 mm 95 mm 45 mm
Batería 533 gr 147 mm 49 mm 33 mm
Plato central 80 gr 100 mm 100 mm 12.7 mm

Forma cilíndrica:

Objeto Masa Radio Altura
Motor 57 gr 14 mm 26 mm

El plato y unidad central incluyen los componentes de la electrónica y distribución de
energía del quadrotor. Para obtener los elementos de la diagonal del tensor de inercias se
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utilizan las siguientes expresiones:

Para un prisma solido:

Jx = M

(
W 2

12
+
H2

12

)
Jy = M

(
L2

12
+
H2

12

)
(2.7)

Jz = M

(
L2

12
+
W 2

12

)
Para un cilindro solido:

Jx = M

(
R2

4
+
H2

12

)
Jy = M

(
R2

4
+
H2

12

)
(2.8)

Jz = M

(
R2

2

)
donde L,W,H y R es el largo, ancho, alto y radio de la forma geométrica, respectivamente.
La masa del objeto analizado se identifica con M .

Después de obtener cada uno de los momentos de inercia respecto al centro de masa
particular de cada elemento, se calculan los momentos de inercia respecto al centro de masa
del quadrotor, es decir, cuando el centro de masa del objeto no coincide con el origen de los
ejes de rotación (se asume que es el centro de masa del vehículo) se utiliza el teorema de ejes
paralelos o de Steiner, que permite determinar los momentos de inercia sin calcular de nuevo
las integrales. El teorema enuncia que si el centro de masa de un objeto está desplazado una
distancia D respecto al eje de rotación, la distancia y los momentos de inercia se relacionan
mediante la siguiente expresión

Idesplazado = Ilocal +MD2 (2.9)

donde M es la masa de cada componente analizado de manera individual, D es la distancia
del centro de rotación del quadrotor al centro de masas de cada uno de los componentes
modelados, Idesplazado es el momento de inercias respecto al eje de rotación del quadrotor
que pasa por su centro de masa y finalmente Ilocal es el momento de inercia de cada objeto
modelado.
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Los momentos de inercia entonces se resumen como

Jx = M
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W 2
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12
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Los cálculos se realizan considerando la distribución de masas que se muestra en la Fi-
gura 2.6 y los datos particulares de cada elemento de la estructura. El centro de masas del
quadrotor se encuentra 3.37 mm por debajo de la horizontal vista como una proyección del
eje X, acorde a la aproximación del software de modelado Solid Works. En la tabla 2.1
se resumen los elementos del tensor de inercias estimados para el quadrotor considerando la
expresión (2.9).

Por lo tanto, el tensor de inercias del quadrotor esta dado por la siguiente expresión;

I =

 0.012450 0 0
0 0.013303 0
0 0 0.024752

 (2.12)
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Tabla 2.1: Elementos del tensor de inercia.

Elemento Inercia (kg m2)
Ix Iy Iz

Plato central 6.8651× 10−5 6.8651× 10−5 1.3333× 10−4

Unidad central 1.861× 10−4 1.861× 10−4 1.429× 10−4

Batería 3.5727× 10−4 1.2105× 10−3 1.0664× 10−3

Brazo M1 7.6477× 10−7 7.1717× 10−4 7.1694× 10−4

Brazo M2 7.1717× 10−4 7.6477× 10−7 7.1694× 10−4

Brazo M3 7.6477× 10−7 7.1717× 10−4 7.1694× 10−4

Brazo M4 7.1717× 10−4 7.6477× 10−7 7.1694× 10−4

M. BLDC 1 3.5427× 10−5 5.1654× 10−3 5.1356× 10−3

M. BLDC 2 5.1654× 10−3 3.5427× 10−5 5.1356× 10−3

M. BLDC 3 3.5427× 10−5 5.1654× 10−3 5.1356× 10−3

M. BLDC 4 5.1654× 10−3 3.5427× 10−5 5.1356× 10−3

Total 0.012450 0.013303 0.024752

Motor BLDC

 
 

Batería

BrazoUnidad central

Plato central Centro de masa total

Centro de masa particular

M3 M1

Figura 2.6: Aproximación de momentos de inercia mediante teorema de Steiner.

Las pruebas experimentales contribuyen a un mejor entendimiento de la dinámica del
sistema a través del análisis de las perturbaciones exógenas y endógenas que afectan al vuelo
del quadrotor.
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2.4. Conclusiones
En este capítulo se presentan las principales metodologías utilizadas para la obtención del

modelo dinámico del quadrotor. La naturaleza subactuada del sistema requiere del diseño de
una clase especial de controladores para controlar los seis grados de libertad con solo cuatro
entradas independientes de control: una fuerza de sustentación y tres pares. Estos modelos
permiten llevar a cabo el diseño de diversos tipos de controladores en los siguientes capítulos,
así como diversas simulaciones numéricas para verificar el desempeño de los esquemas pro-
puestos. Asimismo, se presenta el panorama general para la obtención de parámetros físicos
de la plataforma experimental, que permite realizar las simulaciones con datos reales.



Capítulo 2. Modelo dinámico de un quadrotor 42



Referencias

[2.1] P. Castillo, L. E. Muñoz, and P. García, “Modeling approaches,” in Indoor Navigation
Strategies for Aerial Autonomous Systems, pp. 31 – 50, Butterworth-Heinemann, 2017.

[2.2] P. Castillo and A. Dzul, “Aerodynamic configurations and dynamic models,” in Unman-
ned Aerial Vehicles (R. Lozano, ed.), pp. 1–20, John Wiley & Sons, Ltd, 2013.

[2.3] P. Castillo, R. Lozano, and A. Dzul, “The quad-rotor rotorcraft,” in Modelling and
Control of Mini-Flying Machines, pp. 39–59, London: Springer London, 2005.

[2.4] G. V. Raffo, M. G. Ortega, and F. R. Rubio, “Backstepping/nonlinear H∞ control
for path tracking of a quadrotor unmanned aerial vehicle,” in 2008 American Control
Conference, pp. 3356–3361, June 2008.

[2.5] G. V. Raffo, M. G. Ortega, and F. R. Rubio, “An integral predictive/nonlinear H∞
control structure for a quadrotor helicopter,” Automatica, vol. 46, no. 1, pp. 29–39,
2010.

[2.6] A. Das, F. Lewis, and K. Subbarao, “Backstepping approach for controlling a quadrotor
using lagrange form dynamics,” Journal of Intelligent and Robotic Systems, vol. 56,
pp. 127–151, September 2009.

[2.7] P. Castillo, R. Lozano, and A. Dzul, “Stabilization of a mini-rotorcraft having four
rotors,” in 2004 IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and Systems
(IROS), vol. 3, pp. 2693–2698, September 2004.

[2.8] H. Liu, D. Li, Z. Zuo, and Y. Zhong, “Robust Three-Loop Trajectory Tracking Control
for Quadrotors With Multiple Uncertainties,” IEEE Transactions on Industrial Electro-
nics, vol. 63, pp. 2263–2274, April 2016.

[2.9] Z. Zheng, M. Zhu, Z. Zuo, and K. Yan, “Controlled Lagrangians Control for a Quadro-
tor Helicopter,” in The 27th Chinese Control and Decision Conference (2015 CCDC),
pp. 6097–6102, May 2015.

[2.10] S. Bouabdallah and R. Siegwart, “Full Control of a Quadrotor,” in 2007 IEEE/RSJ
International Conference on Intelligent Robots and Systems, pp. 153–158, October 2007.

43



Referencias 44

[2.11] A. Benallegue, A. Mokhtari, and L. Fridman, “High-order sliding-mode observer for
a quadrotor UAV,” International Journal of Robust and Nonlinear Control, vol. 18,
pp. 427–440, 2008.

[2.12] C. Nicol, C. J. B. Macnab, and A. Ramirez-Serrano, “Robust Neural Network Control
of a Quadrotor Helicopter,” in 2008 Canadian Conference on Electrical and Computer
Engineering, pp. 001233–001238, May 2008.

[2.13] C. Nicol, C. Macnab, and A. Ramirez-Serrano, “Robust adaptive control of a quadrotor
helicopter,” Mechatronics, vol. 21, no. 6, pp. 927–938, 2011.

[2.14] L. Luque-Vega, B. Castillo-Toledo, and A. G. Loukianov, “Robust block second order
sliding mode control for a quadrotor,” Journal of the Franklin Institute, vol. 349, no. 2,
pp. 719–739, 2012.

[2.15] A. Kushleyev, D. Mellinger, C. Powers, and V. Kumar, “Towards a swarm of agile
micro quadrotors,” Autonomous Robots, vol. 35, no. 4, pp. 287–300, 2013.

[2.16] H. Liu, D. Li, Z. Zuo, and Y. Zhong, “Robust attitude control for quadrotors with
input time delays,” Control Engineering Practice, vol. 58, pp. 142–149, 2017.

[2.17] A. Chovancová, T. Fico, P. Hubinský, and F. Duchon̆, “Comparison of various
quaternion-based control methods applied to quadrotor with disturbance observer and
position estimator,” Robotics and Autonomous Systems, vol. 79, pp. 87–98, 2016.

[2.18] H. Goldstein, C. Poolef, and J. Safko, Classical Mechanics. New York: Addison Wesley,
3 ed., 2000.

[2.19] V. I. Arnol’d, Mathematical methods of classical mechanics, vol. 60. Springer Science
& Business Media, 2013.

[2.20] S. Thornton and J. Marion, Classical Dynamics of Particles and Systems. Brooks/Cole,
5 ed., 2004.

[2.21] M. Spong, S. Hutchinson, and M. Vidyasagar, Robot Modeling and Control. Wiley,
2005.

[2.22] P. Corke, “Mobile robot vehicles,” in Robotics, Vision and Control, vol. 118 of Springer
Tracts in Advanced Robotics, pp. 99–124, Cham: Springer, 2017.



Capítulo 3

Control de movimiento adaptativo para
un vehículo aéreo

3.1. Introducción

Los sistemas de control automático día a día se han convertido en elementos importantes
en la vida cotidiana, en tal sentido, se deben proponer nuevas y mejores formas de incorporar
modelos matemáticos y algoritmos de control adaptativos para superar la gran cantidad de
cambios técnicos y físicos a los que se enfrentan para su utilización. En general, la mayoría
de los UAS se exponen a cambios desconocidos en su entorno, principalmente debido a las
fuerzas y momentos inducidos por el viento, que aunado a su naturaleza no lineal, lo convierte
en un sistema complejo de controlar. Es por ello, que es indispensable y de gran importancia
elegir y diseñar un sistema de control adecuado que le permita sostener el vuelo incluso
ante las adversidades del medio. En la literatura se han propuesto algoritmos de control de
diversa naturaleza para el quadrotor, con el fin de proveer robustez al sistema a lazo cerrado,
así como para efectuar tareas de regulación y seguimiento de trayectorias, principalmente.
Por ejemplo, en [3.1, 3.2] se presenta un estudio sobre el desempeño de una estrategia de
control propuesta por los autores, basada en la teoría de modos deslizantes, en comparación
con un controlador del tipo PID, para tareas de regulación y seguimiento de trayectorias. De
igual manera, en [3.3] se contempla el uso de un controlador por modos deslizantes, donde
se proporcionan detalles de las simulaciones que validan su desempeño considerando algunos
objetivos como la estimación de variables aerodinámicas y el seguimiento de trayectorias.
Por su parte, en [3.4–3.9] se provee de robustez a diferentes controladores clásicos mediante
el uso de algoritmos adaptativos. En algunos de estos trabajos se presentan detalles sobre
el entrenamiento de los algoritmos, tal es el caso del trabajo presentado en [3.10], donde se
describe el entrenamiento de las redes neuronales utilizadas (tanto en línea como fuera de
línea), definiendo una sola capa oculta para estimar parámetros desconocidos en el modelo.

En [3.5] un controlador PID neuronal realiza el cálculo de los coeficientes óptimos para
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mejorar el desempeño de la estrategia de control, mientras que se enfatiza una correcta ca-
racterización de los valores primarios, por ejemplo: la regla de aprendizaje, ya que en esta
clase de algoritmos se busca disminuir la demanda de operaciones en la etapa de procesa-
miento. De manera similar, en [3.11] se presenta un esquema de control adaptativo, pero
de naturaleza no lineal. Las diferentes representaciones del modelo dinámico para esta clase
de sistemas, convergen a cierto nivel de complejidad dependiendo de los factores que se re-
conocen afectan al sistema. Algunos autores enfocan sus esfuerzos en realizar estudios más
detallados, como en [3.12], donde se proponen controladores basados en la metodología de
posición-velocidad-aceleración (PVA), donde se aplica una acción de retroalimentación pro-
porcional a las observaciones de la posición, velocidad y aceleración del quadrotor. El esquema
de control propuesto se evalúa en un modelo flexible del vehículo, lo que permite el análisis e
inclusión de las vibraciones inducidas al cuerpo debido al movimiento de sus rotores. Por otra
parte, en [3.13] se presenta una comparación entre dos controladores basados en el aprendi-
zaje mediante iteraciones (Iteration Learning Control, ILC). Diversas simulaciones validan el
desempeño de ambos esquemas de control para el seguimiento de trayectorias variables. En
contraste, algunos investigadores han documentado las diferentes etapas de diseño y mejora
de sus prototipos, tanto en software como en hardware. Tal es el caso de los autores en [3.14],
donde se lleva a cabo un análisis de aportaciones previas [3.15, 3.16], para la inclusión de
información detallada sobre el sistema, la cual, se utiliza en el modelado y diseño de los
esquemas de control automático.

En este trabajo se realiza la propuesta de un controlador basado en redes neuronales
B-spline (RNBS) que regula la posición y trayectoria de un quadrotor. A diferencia de los
controladores existentes, con la propuesta se tiene la posibilidad de que el sistema mantenga
un desempeño satisfactorio para diversas condiciones operativas, se realice una sintoniza-
ción de los controladores de manera simultánea sin la necesidad de contar con un modelo
matemático exacto y considerar las no linealidades inherentes para este tipo de sistemas.

3.2. Ecuaciones de movimiento

Considérese el modelo de la dinámica traslacional del quadrotor obtenido mediante for-
mulación de Newton-Euler, Capítulo 2, descrito por

mẍ = u (sinφ sinψ + cosφ sin θ cosψ)− bxẋ
mÿ = u (sinψ sin θ cosφ− cosφ sinψ)− byẏ
mz̈ = u (cos θ cosφ)−mg − bz ż (3.1)

donde los parámetros bx, by y bz representan los coeficientes de amortiguamiento viscoso
en las direcciones x, y y z, respectivamente. Así también, se tiene el siguiente conjunto de
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ecuaciones diferenciales para describir el movimiento de rotación

φ̈ =
Iy − Iz
Ix

θ̇ψ̇ − Ir
Ix

Ωθ̇ +
τφ
Ix

θ̈ =
Ix − Iz
Iy

φ̇ψ̇ +
Ir
Iy

Ωφ̇+
τθ
Iy

ψ̈ =
Ix − Iy
Iz

φ̇θ̇ +
τψ
Iz

(3.2)

donde se considera que el helicóptero está ejecutando un vuelo cuasi-estacionario y mediante
el uso de una relación cinemática [3.17] se realiza la siguiente consideración: ωx = φ̇, ωy = θ̇
y ωz = ψ̇. Por otro lado, Ir es el momento de inercia total de los rotores.

3.3. Esquema de control

Uno de los objetivos que se pueden conseguir mediante el control automático en un cuatri-
rotor es proporcionarle autonomía de movimiento, lo que en muchas ocasiones implica definir
una trayectoria a seguir. El modelo descrito en el Capítulo 2 permite implementar tres con-
troladores independientes para estabilizar los ángulos fundamentales de movimiento: φ y θ.
Adicionalmente al controlador de las variables angulares, se utiliza un controlador para el
desplazamiento en el eje z. Si se establece que las entradas de referencia al sistema son para
los tres ejes x∗, y∗ y z∗, Figura 3.1, entonces es necesario determinar los valores de referencia
para los ángulos a los cuales se debe mover el quadrotor, φ∗, θ∗ y ψ∗ y se pueda seguir la
trayectoria deseada.

Una estructura de control típica para tareas de seguimiento de trayectorias es mediante
controladores lineales PD. Sin embargo, quedan limitados al diseño original que se realice
y, por lo tanto, a ciertas condiciones operativas. En este trabajo, se combinan los siguientes
controladores PD con redes neuronales para mejorar el desempeño del seguimiento de la
planificación del movimiento.

u = [g +Kpz(z
∗ − z) +KDz(ż

∗ − ż)]
m

cosφ cos θ
(3.3)

τφ =
[
Kpφ(φ∗ − φ) +KDφ(φ̇∗ − φ̇)

]
Ix

τθ =
[
Kpθ(θ

∗ − θ) +KDθ(θ̇
∗ − θ̇)

]
Iy

τψ =
[
Kpψ(ψ∗ − ψ) +KDψ(ψ̇∗ − ψ̇)

]
Iz
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Figura 3.1: Diagrama de bloques del control de trayectoria de un quadrotor.

Así, las trayectorias de referencia para los desplazamientos angulares φ∗ y θ∗ se definen
con base en las trayectorias planificadas para los movimientos de traslación x∗ y y∗ como

θ∗ = sin−1

(
m

u
vx −

sinφ sinψ

cosφ cosψ

)
(3.4)

φ∗ = sin−1 (vx sinψ − vy cosψ)

donde vx y vy son controladores virtuales que se definen mediante

vx = Kpx(x
∗ − x) +KDx(ẋ

∗ − ẋ) (3.5)
vy = Kpy(y

∗ − y) +KDy(ẏ
∗ − ẏ)

El control de la actitud del sistema requiere del cálculo de u, τφ, τθ y τψ, en este trabajo
se propone que esta tarea se realice mediante las ecuaciones (3.3) y (3.4) integrando una
red neuronal B-spline por cada ganancia, K, que se requiere definir en el esquema. Por lo
tanto, se propone la inclusión de doce RNBS para que se tengan controladores adaptativos,
cubriendo un mayor número de condiciones operativas y escenarios no previstos en el diseño
del sistema de control. La entrada para la red neuronal se define a través de señales de
error que provienen de las variables de interés, en este caso los ángulos y el desplazamiento
traslacional. Con la estructura propuesta el controlador se adapta a la condición de diseño
original y sigue aprendiendo de manera continua en línea las diversas condiciones operativas
del sistema, cambios paramétricos e incertidumbres. La Figura 3.1 muestra un diagrama de
bloques del control a lazo cerrado del cuatri-rotor considerando la estructura que se representa
mediante (3.3) y (3.4). Aquí, los vectores es y ea son los vectores de errores para la dinámica
subactuada y totalmente actuada. De la misma manera, Ks y Ka representan los vectores de
ganancias proporcional y derivativa para ambas dinámicas. Por otro lado, se puede apreciar
como la red neuronal interactúa con la ley de control determinando los mejores valores para
las ganancias que se tienen que definir para una correcta operación.
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La propuesta consiste en incluir una red neuronal B-spline para que calcule cada una
de las doce ganancias asociadas al esquema de control. La red neuronal actualiza sus pesos
sinápticos en cada muestra obtenida de las variables de retro-alimentadas, Figura 3.1. Para
este propósito se han definido doce redes neuronales B-spline con una estructura semejante,
lo que cambia para cada uno de los casos son las entradas para su aprendizaje y el índi-
ce de aprendizaje. El número de neuronas, de pesos sinápticos y funciones base es de las
mismas características para todas ellas, Figura 3.2. Este tipo de redes neuronales son un
caso particular que permiten controlar y modelar sistemas de una forma adaptativa, con la
opción de llevar a cabo su tarea en línea, tomando en consideración las incertidumbres del
sistema y las no linealidades inherentes como consecuencia de que aprenden de mediciones
del sistema físico. En esta estrategia de control, el diseño inicial considera las condiciones
operativas actuales del sistema, estructura, características de las entradas y su respuesta. Sin
embargo, su naturaleza adaptativa permite que la red neuronal aprenda continuamente del
desempeño del sistema y actualizando las señales de control como una consecuencia de la po-
sible modificación de la estructura, entradas y entorno. En este sentido, se puede considerar
que a pesar de que en el diseño del controlador neuronal no se tomaron en cuenta un gran
número de condiciones operativas, variaciones paramétricas en el sistema o en su entorno, el
mismo aprendizaje y actualización de los pesos le permitirá considerar estos aspectos en las
futuras señales de control y así garantizar un desempeño satisfactorio en un amplio rango de
condiciones operativas reales.

3.3.1. Esquema de la red neuronal

Una función B-spline es un mapeo polinomial que consta de una combinación lineal de
las funciones base monovariable y multivariable que se definen por sus extremos [3.18]. Las
redes de memoria asociativa como las B-spline ajustan sus pesos de manera iterativa con
el objetivo de reproducir una función especificada, mientras que los algoritmos fuera de
línea o por lotes típicamente generan los coeficientes mediante una matriz de inversión o
empleando el conjugado del gradiente. La actualización de los pesos en las redes de memoria
asociativa generalmente utiliza algoritmos de mínimos cuadrados para realizar un mapeo
particular, modificando el índice de peso de cada entrada para cada una de las funciones
base participantes. A través de las redes neuronales B-spline (RNBS) se tiene la posibilidad
de acotar el espacio de entrada mediante la definición de las funciones base. Generalmente,
únicamente un número limitado de funciones base participan en la salida de la red, en este caso
una ganancia para cada red neuronal. Por lo tanto, no todos los pesos se tienen que calcular
en cada dato de la señal de entrada, de esta manera se reduce el esfuerzo computacional y el
tiempo de cálculo de las señales de control.

La salida de la RNBS se puede describir mediante [3.18],

yb = aw, w = [w1 w2 . . . wh]
T , a = [a1 a2 . . . ah] (3.6)
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aquí, wj y aj son el j-ésimo peso y la j-ésima salida de la función base, respectivamente; h
es el número de pesos sinápticos.

En este trabajo se propone que las ganancias de control se calculen a través de las salidas
yb de las RNBS. El espacio de entradas se construye a partir de señales de error obtenidas
de la diferencia entre la señal de referencia y el valor real de la variable de interés, eγ para
γ = x, y, z, φ, θ, ψ, asimismo, se emplea la derivada del error, ėγ, Figura 3.2. Por ejemplo la
diferencia en θ respecto al valor de referencia θ∗ y la diferencia en su derivada se emplean como
entradas para la red neuronal y determinar las ganancias en (3.3). El resto de las ganancias
se calculan de manera semejante a partir de una RNBS con la misma estructura, Figura 3.2,
cambiando la señal de entrada que depende de las variables x, y, z, φ, θ, y ψ, respectivamente.

Vector de 

entrada

Funciones

 bases

Vector de pesos Salida

Figura 3.2: Estructura de la red neuronal B-spline.

La selección de las entradas se basa en la estrecha relación que existe entre los errores
presentes de las variables de interés, las señales de control y la naturaleza de las redes de
neuronas artificiales. Entonces, la dinámica de las ganancias se define como,

K = F (e,w) (3.7)

donde F denota la red neuronal B-spline que se usa para calcular las doce ganancias; w es
el vector de pesos correspondiente para cada esquema propuesto; e es el vector de entrada
(compuesto por es y ea, vea Figura 3.1). La Figura 3.2 presenta el esquema de la red neuro-
nal B-spline propuesta. En este trabajo se emplean doce esquemas con la misma estructura.
Un diseño apropiado de la red neuronal requiere la siguiente información previo a su defini-
ción: los valores que acotan las señales de entrada, e, el tamaño, la forma y traslape de las
funciones base. Esta información permite acotar la entrada de la red neuronal y mejorar la
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convergencia y estabilidad de la regla de entrenamiento instantáneo [3.18]. Por otra parte,
con esta información la RNBS estima los mejores valores de los pesos de tal forma la señal
de control consiga que el error de la variable controlada se hace igual a cero en un tiempo
finito.

Conociendo la información previa, se realizan algunos estudios fuera de línea que permitan
establecer la estructura de la RNBS y las condiciones iniciales para su aprendizaje en línea.
La Tabla 3.1 presenta valores de referencia a los cuales se sometió al quadrotor, almacenando
estos datos para entrenar la red neuronal definiendo estructura, funciones base, entradas.
Como se puede observar y se menciona al inicio de esta sección, solo se consideran algunas
condiciones operativas para el diseño inicial de la red neuronal, en este caso, algunas pruebas
para seguimiento de referencias de las posiciones angulares primer columna, solo ecuación (10)
fijando como entrada las referencias de ángulos y eje z y otros experimentos para seguimiento
de trayectorias en x, y, z, segunda columna ecuaciones (3.4)-(3.5), Tabla 3.1. Los datos del
entrenamiento incluyen la respuesta transitoria y en estado estacionario del sistema, dentro
de las ventajas del controlador neuronal propuesto, es que estos datos pueden provenir de un
modelo matemático exacto o aproximado o por otra parte ser datos medidos del sistema real
(entradas, salidas y señales de control). Lo que permite finalmente evitar la dependencia del
controlador de un modelo matemático exacto, parámetros del sistema o modificaciones del
entorno. Posteriormente, la red neuronal seguirá aprendiendo en línea de otras condiciones
operativas y adaptándose para que la señal de control cumpla con el desempeño deseado.

Tabla 3.1: Condiciones operativas previas para un entrenamiento fuera de línea.

Posición angular [°] Trayectoria [m]
θ = 8 x = 5
φ = 7 y = 6
θ = 12 z = 7
φ = −6 z = 10
θ = −5 x = 12
φ = 1 y = 5

En el análisis para la definición de la estructura de la RNBS se consideraron tres tipos de
funciones base con diferente orden. Como resultado se propone el empleo de funciones base
monovariable de tercer orden, debido a que presenta una respuesta rápida y estable en su
entrenamiento. Estos valores se seleccionan para alcanzar una respuesta suave en la dinámica
del sistema. En los otros dos casos de funciones base multivariable y de cuarto orden se
obtiene un desempeño semejante al presentado en este trabajo, con la desventaja de que se
requiere un mayor número de cálculos. Por lo tanto, se busca un compromiso entre desempeño
y costo computacional. Para el esquema neuronal se emplean cuatro funciones base, dos para
la entrada del error y otras dos para su derivada como se muestra en la Figura 3.2.
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Las doce RNBS utilizan esas mismas funciones base, lo que cambia es el origen de la
señal de error que se normaliza en 1, se ha dejado un margen en la definición de los puntos
de control para las funciones base considerando que se pudiera presentar una señal de error
de mayor magnitud a 1 (positiva o negativa). Esta definición se desarrolla en la etapa de
entrenamiento fuera de línea probando experimentalmente algunos valores de control, sin
embargo, todos los casos estuvieron dentro de un rango de -10 a 10 buscando que los cambios
en la salida de las funciones base respecto a la señal de entrada no fueran tan abruptos y en
consecuencia la salida de la red neuronal.

3.3.2. Regla de aprendizaje

El aprendizaje en las redes de neuronas artificiales generalmente se alcanza mediante la
minimización del error de la red, la cual es una medida de su desempeño, se define como la
diferencia entre el vector de salida real de la red y el valor deseado. En esta propuesta el error
se calcula a partir de las señales a controlar. El aprendizaje en línea de funciones continuas
generalmente se realiza vía métodos basados en el gradiente, teniendo la medida de la deri-
vada del error. Es una de las técnicas más poderosas y comúnmente empleadas para entrenar
redes de neuronas artificiales con alto número de capas en lo general y para tareas no esta-
cionarias en lo particular [3.19]. En esta aplicación, se busca una actualización rápida de los
parámetros. Las técnicas adaptativas convencionales son adecuadas para representar objetos
con parámetros que cambian lentamente, también pueden tratar con problemas complejos de
los denominados duros donde se incluyen múltiples modos de operación. Por otra parte, las
reglas de entrenamiento instantáneo proveen una alternativa: tal que los pesos se actualizan
continuamente alcanzando su convergencia a los valores óptimos si se condicionan adecua-
damente. Además, algunas veces las redes convencionales no convergen, o su entrenamiento
lleva una gran cantidad de tiempo [3.19, 3.20].

En este artículo, la red neuronal B-spline se entrena en línea empleando la siguiente regla
de aprendizaje instantáneo para la corrección del error [3.19],

wi (t) = wi (t− 1) +
ηei (t)

‖ a (t) ‖2
2

ai (t) (3.8)

donde η es la relación de aprendizaje y ei(t) es la salida instantánea del error, Ej. eθ = θ∗−θ.
Respecto a la relación de aprendizaje, este toma como valor inicial una magnitud en el

intervalo de [0, 2] debido a propósitos de estabilidad [3.18]. Este valor se ajusta mediante un
proceso iterativo en intervalos de 0.005 midiendo las características de respuesta dinámica
de la red neuronal. Si η es cercano a cero, el aprendizaje se hace lento. Por el contrario,
si este valor es grande, se pueden presentar y crecer las oscilaciones. En este trabajo el
mejor desempeño dinámico se alcanzó con un valor de 0.01, que se obtuvo mediante pruebas
realizadas fuera de línea, posteriormente, en el aprendizaje en línea permanece constante para
todo el estudio.
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Se propone que durante el procedimiento de actualización, se incluya una banda muerta
que permita mejorar la convergencia de la regla de aprendizaje. Los factores de peso no se
actualizan si la magnitud del error tiene un valor menor a 0.1

wi (t) =

{
wi (t− 1) + ηei(t)

‖a(t)‖22
ai (t) si | ei |> 0.001

wi (t− 1) cualquier otro caso
(3.9)

Se ha elegido esta regla de aprendizaje como una alternativa a los métodos que emplean,
por ejemplo, algoritmos de Newton para actualizar los pesos [3.19, 3.20] que requieren la
evaluación de la matriz Jacobiana y Hessiana. En lo que respecta a la actualización de los
pesos de (3.8) se debe aplicar para cada conjunto de valores entrada-salida en cada valor
instantáneo de la señal; la actualización se presenta si el error es diferente de cero, (3.8). Si
se define y condiciona adecuadamente la regla de aprendizaje y sus parámetros, es posible
que los pesos converjan a su valor óptimo [3.18].

En este trabajo se ha conseguido ajustando experimentalmente y la zona muerta de
aprendizaje (3.9), funcionando adecuadamente para el modelo expuesto y probado en las tra-
yectorias presentadas. De esta manera, la propuesta consiste fundamentalmente en establecer
la estructura de la RNBS (definición y número de funciones base, número y características
de las variables de entrada) y su relación de aprendizaje. De este modo, el proceso de entre-
namiento se lleva a cabo de manera continua en línea, mientras que los valores de los pesos
se actualizan empleando dos variables de retroalimentación.

3.4. Resultados y análisis
Algunas simulaciones numéricas se realizan para verificar el desempeño eficiente y robusto

del esquema de control neuronal propuesto. Se presentan los siguientes casos de estudio:
(i) desempeño del sistema a lazo cerrado utilizando el controlador adaptativo propuesto
(ganancias dinámicas/variables); (ii) comparación del esquema neuronal con un controlador
no lineal basado en modos deslizantes de segundo orden para el seguimiento de trayectorias.
La simulación del quadrotor con el controlador propuesto se realiza en Matlab® como
una estrategia que permite analizar la efectividad del esquema. Además, para observar el
comportamiento de la red neuronal, se considera que los valores iniciales de la posición y
ángulos del quadrotor son igual a cero al inicio de la simulación. Los parámetros físicos que
se utilizan en las simulación numérica se muestran en la Tabla 3.2. Se desarrollan dos casos
de estudio para ejemplificar la aplicación.
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Tabla 3.2: Parámetros del quadrotor para la simulación.

Constante Valor Unidades
g 9.81 m/s2
m 1.016 kg
l 0.225 m
Ix 0.012450 kg·m2

Iy 0.013303 kg·m2

Iz 0.024752 kg·m2

3.4.1. Primer caso de estudio

Los valores de referencia para x, y, z, junto con el instante de tiempo donde se presenta el
cambio durante la simulación se enlistan en la Tabla 3.3. Estos resultados presentan el desem-
peño del esquema neuronal adaptativo con aprendizaje en línea. El seguimiento eficiente de la
trayectoria de referencia se describe en la Figura 3.3a, donde observa la respuesta transitoria
con oscilaciones prácticamente nulas, es decir, no se presentan picos o sobreimpulsos para
cada cambio en los valores de referencia. Para el caso del esquema de control propuesto se
tiene una respuesta suave en cada uno de los cambios de referencia, tanto para el incremento
del valor de referencia como para el regreso a una posición cercana a la inicial.

Tabla 3.3: Valores de referencia para la simulación.

Variable Valor [m] Tiempo [s]
z 7 0.5
y 25 12
x 15 30
y 2 42
x 2 60
z 6 75
y 10 90

Las Figuras 3.3b y 3.4 muestran la respuesta temporal de posición en cada una las direc-
ciones x, y, z. El gráfico describe el desempeño satisfactorio del seguimiento de la trayectoria
planificada. Se puede observar que la estabilización converge a una condición operativa final
que se establece mediante las señales de referencia, Tabla 3.3. En el periodo transitorio se ex-
hibe la adaptabilidad del controlador propuesto, manteniendo un desempeño aceptable para
los cambios en el valor de referencia.
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Figura 3.3: Seguimiento de trayectoria con controlador adaptativo, caso 1.

Las Figuras 3.3b-3.6 muestran las respuestas de seguimiento en lazo cerrado de los despla-
zamientos lineales y angulares del cuatri-rotor como resultado del uso del esquema de control
propuesto. Las entradas de control calculadas mediante el algoritmo propuesto, Figura 3.5,
permiten la regulación, estabilización y el seguimiento de las trayectorias angulares, y en con-
secuencia, la trayectoria deseada. Se puede observar que las variables de entrada de control
se encuentran acotadas, y como es de esperarse se presentan respuestas rápidas ante cambios
de la señal de referencia.
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Figura 3.4: Seguimiento de las trayectorias de referencia planificadas usando el controlador
neuronal adaptativo, caso 1.
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Esas señales de control permiten que el sobreimpulso en las variables de interés disminuya
en los casos donde se aplica el controlador neuronal, en tal sentido, esta magnitud es igual o
cercana a cero. La Figura 3.5 exhibe que las cuatro señales de control convergen a un valor en
estado estable después de entre tres y cinco segundos, (u1 = 9.83 N, u2 = 0 Nm, u3 = 0 Nm,
u4 = 0 Nm), estos resultados coinciden con lo esperado para el funcionamiento del quadrotor.
La magnitud de las señales de control solo cambia cuando se presenta una perturbación o un
cambio en el valor de referencia de entrada. Los valores de las señales de control calculados
con el controlador neuronal permiten alcanzar un buen desempeño dinámico del seguimiento
de las trayectorias especificadas.
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Figura 3.5: Señales de control asociadas al modelo adaptativo, caso 1.

Las señales de referencia para la posición angular se calculan mediante (3.4), la evolución
de estas variables se presenta en la Figura 3.6, considerando el desempeño de la estrategia
de control adaptativa propuesta. Para alcanzar estos resultados se definen únicamente como
entrada los valores de referencia para las trayectorias, Tabla 3.3.

En la Figura 3.7, se observa la evolución de las ganancias de cuatro de los esquemas
propuestos, donde los valores se actualizan mediante una red neuronal B-spline con entre-
namiento continuo en línea. Para el primero, Figura 3.7a, que corresponde al control del
movimiento traslacional, las primeras muestras tienen un valor en estado estacionario como
condición inicial. Es importante mencionar que se realiza un entrenamiento fuera de línea
para calcular las condiciones iniciales, sin embargo, el valor óptimo cuando varía la condición
operativa puede requerir grandes cambios en los valores de los pesos. Esto se puede conseguir
debido a la naturaleza de la red neuronal y su algoritmo de aprendizaje en línea, que actualiza
su desempeño en cada instante de tiempo.
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Figura 3.6: Evolución de las variables angulares, caso 1.
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Figura 3.7: Evolución de las ganancias proporcionales del esquema de control para el segui-
miento de las trayectorias de las variables de interés: a) x y y; b) φ y θ.

Posteriormente, la red neuronal continúa aprendiendo acerca del comportamiento de las
variables de interés y modos de operación del sistema, los pesos se actualizan hasta alcanzar
un valor en estado estacionario. La diferencia más clara se presenta en el periodo transitorio,
el controlador propuesto ayuda a que los sobreimpulsos sean de menor magnitud y además
el tiempo de establecimiento sea en un tiempo más corto. La regla de aprendizaje en línea
responde más rápido cuando las variables de interés tienen un valor lejano del esperado,
Figuras 3.7a y 3.7b.
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Se obtiene un comportamiento semejante para las doce estructuras de redes neuronales
B-spline. En la Figura 3.7a se presenta el comportamiento de otras dos ganancias, que están
asociadas al control de las variables de salida φ y θ.

3.4.2. Segundo caso de estudio

Para el segundo caso se realiza un seguimiento de trayectoria donde los valores de refe-
rencia en los ejes x, y, son funciones del tiempo dadas por

x∗ = r cosωt (3.10)
y∗ = r sinωt (3.11)

donde r = 1 m y ω = 1 rad/seg. Además, el desempeño del seguimiento de trayectoria del
esquema de control propuesto se compara con los controladores robustos no lineales basados
en modos deslizantes de segundo orden presentados en [3.1]. La Figura 3.8a exhibe la evolución
del sistema en lazo cerrado cuando se cambia la naturaleza de la señal de referencia, la cual
ahora es función del tiempo. El algoritmo propuesto mantiene un alto desempeño siguiendo la
referencia sin que se presente un cambio brusco en las señales controladas, se observa un error
inicial en la trayectoria, posteriormente, alcanza el valor deseado. La respuesta se compara
con los resultados obtenidos mediante el controlador por modos deslizantes de segundo orden,
Figura 3.8b.
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Figura 3.8: Seguimiento de trayectoria de posición del quadrotor : a) controlador adaptativo;
b) controlador no lineal, caso 2.

La evolución del desplazamiento en el espacio se presenta en la Figura 3.9 para el contro-
lador propuesto, y con la estrategia no lineal por modos deslizantes en la Figura 3.10.



3.4. Resultados y análisis 59

Se puede observar que el cambio en las salidas de la red neuronal ayuda a mantener un
desempeño coherente respecto al caso 1, no se degrada su desempeño ante el cambio en la
función de referencia. Se observa un cambio drástico cuando se incluye la modificación en la
señal de referencia, posteriormente, alcanza y sigue el valor deseado. Por el contrario, con la
estrategia con modos deslizantes se observa un error en estado estacionario. La línea punteada
en estas gráficas representa el valor de referencia deseado.
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Figura 3.9: Seguimiento de trayectorias de referencia con el controlador adaptativo, caso 2.

Las señales del control neuronal, u, τφ, τθ y τψ se exhiben en la Figura 3.11, su evolución
produce el comportamiento observado en las Figuras 3.8a y 3.9. Por otro lado, la Figura
3.12 presenta las señales de control usando modos deslizantes de segundo orden. Aquí, es
evidente la presencia de oscilaciones de alta frecuencia (chattering) en la entrada de control
discontinua inyectada al sistema. Además, se puede observar que el seguimiento adecuado de
la trayectoria de referencia planificada demanda un esfuerzo de control mayor usando modos
deslizantes.
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Nótese que, en el esquema de control propuesto, doce ganancias se están actualizando
conforme se presentan cambios en el sistema. Por lo tanto, si se condiciona adecuadamente
al algoritmo, es posible alcanzar un desempeño aceptable para diferentes tipos de tareas de
seguimiento de trayectorias de referencia.
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Figura 3.10: Seguimiento de trayectorias de referencia con el controlador no lineal, caso 2.

Los resultados ilustran el impacto del diseño propuesto y la respuesta en el tiempo al
aplicar la técnica de control adaptativa en el desempeño del quadrotor, el estudio conside-
ra altos requerimientos de operación. El controlador B-spline exhibe un mejor desempeño,
adaptándose por si mismo a nuevas circunstancias presentes en el sistema. En el estudio que
se realiza, se observa un desempeño satisfactorio y estable de la dinámica en lazo cerrado.
Los resultados en simulación verifican el seguimiento de las trayectorias planificadas sobre
el modelo matemático no lineal completo. La comparación con una técnica de control no
lineal basada en modos deslizantes ejemplifica la utilidad mayor de la propuesta neuronal
adaptativa, sin la presencia de oscilaciones de alta frecuencia en las entradas de control.
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Figura 3.11: Entradas de control obtenidas con el controlador adaptativo, caso 2.
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Figura 3.12: Entradas de control obtenidas con el controlador basado en modos deslizantes,
caso 2.
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3.5. Swarm Intelligence para el entrenamiento RNBS

Debido a los numerosos casos de éxito para resolver problemas complejos, la popularidad
de los sistemas (algoritmos y técnicas) desarrollados mediante inteligencia inspirada en la
naturaleza (Nature Inspired Intelligence,NII1) ha ido en aumento en las últimas décadas, tal es
el caso de las redes neuronales artificiales (Artificial Neural Networks, ANN), la computación
evolutiva (Evolutionary Computation, EC), la inteligencia de enjambre (Swarm Intelligence,
SI), los sistemas inmunes artificiales (Artificial Immune Systems, AIS) y los sistemas difusos
(Fuzzy Systems, FS) [3.21], [3.22]. La principal razón del interés de los seres humanos por
reproducir o imitar el comportamiento inteligente de los múltiples agentes en la naturaleza,
yace en la capacidad que esta ha mostrado a lo largo de los años para resolver tareas complejas,
por ejemplo mediante la adaptabilidad, auto-aprendizaje, robustez, mutación, entre otros
[3.23]. Uno de los ejemplos más interesantes es la evolución de la socialización, es decir, un
entorno donde los individuos viven juntos dentro de un espacio común, el cual ha creado la
necesidad de transferir e intercambiar información entre los miembros del grupo [3.24].

El uso de algoritmos inspirados por la naturaleza ha penetrado en casi todas las áreas de
las ciencias, la ingeniería y las industrias, desde la minería de datos (exploración de datos en
estadística) hasta la optimización, pasando por la planificación de negocios, la bioinformática,
la robótica y aplicaciones industriales [3.25], [3.26]. La mayoría de los algoritmos modernos
de optimización están, de manera general, inspirados en la naturaleza, sin embargo, pueden
clasificarse según su particular fuente de inspiración: la biología, la física o la química. Dentro
de los algoritmos biológicamente inspirados se encuentra una clase especial de algoritmos
basados en la SI, donde los algoritmos simulan sistemas compuestos por diversos agentes
que se coordinan mediante el control descentralizado y la auto organización. El algoritmo
se centra en los comportamientos colectivos que resultan de las interacciones locales de los
individuos entre sí y con el entorno [3.27]. Estos algoritmos son flexibles, versátiles y eficientes
para resolver problemas de diseño no lineal con aplicaciones del mundo real [3.25].

La lista de los grupos de animales que han inspirado a lo largo de las últimas déca-
das a los investigadores para el diseño, desarrollo e implementación de los algoritmos de
optimización basados en SI, es extensa (refiérase a [3.23, 3.28, 3.29] para más detalle de
los diversos algoritmos bioinspirados), entre los que se encuentran las colonias de hormigas,
Figura 3.13a, enjambres de abejas, Figura 3.13b, luciérnagas, Figura 3.13c, y libélulas, Figu-
ra 3.13d, bandadas o parvadas de pájaros, Figura 3.14a y murciélagos, Figura 3.14b, bancos
de peces, Figura 3.14c, manadas de mamíferos, Figura 3.14d,(pastoreo o migración), entre
otros [3.24], [3.27], [3.30].

1En la literatura se utilizan diversos enfoques para referirse a la NII que es una rama de la inteligencia
artificial (Artificial, Intelligence, AI): computación bioinspirada (Bio-inpired Computation, BiC); inteligencia
computacional (Computational Intelligence, CI).
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(a) Hormigas. (b) Abejas.

(c) Luciérnagas. (d) Libélulas.

Figura 3.13: Colectivos de animales que exhiben SI.

En la actualidad, los métodos de optimización se utilizan ampliamente en diversos campos,
incluidos la ingeniería, la economía, la gestión, las ciencias físicas, las ciencias sociales, por
mencionar algunos [3.26], donde la tarea es elegir la mejor o la más satisfactoria entre las
soluciones factibles para un problema. En la literatura se resume como un proceso definido
principalmente por dos etapas: i) formulación del problema de optimización, que implica
determinar las variables de decisión, la función objetivo y las restricciones; ii) seleccionar un
método numérico apropiado, para que resuelva el problema de optimización, se pruebe la
solución óptima y se tome una decisión en consecuencia [3.26].

La optimización por enjambre de partículas (Particle Swarm Optimization, PSO) es uno
de esos algoritmos donde las partículas imitan el comportamiento de colectivos de anima-
les, el cual fue inspirado en sus inicios principalmente por el movimiento sincronizado de
pájaros y peces. Las ideas base sobre el concepto de enjambre de partículas fueron intro-
ducidas inicialmente por el psicólogo social James Kennedy y el ingeniero eléctrico Russell
Eberhart [3.31], [3.32], con el fin de producir inteligencia computacional explotando simples
analogías de interacción social observadas en colectivos o grupos de animales [3.33]. Debido
a sus características, el algoritmo de enjambre de partículas se utiliza ampliamente como un
método efectivo de resolución de problemas en ingeniería y ciencias de la computación.
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A pesar de que los diversos algoritmos con inteligencia de enjambre se inspiraron en
diferentes fuentes, conservan cierta similitud con algunos de los componentes que conforman
el algoritmo PSO. En este sentido, la PSO fue pionera en las ideas base de la computación
basada en SI. En un algoritmo de optimización por enjambre de partículas, cada partícula o
individuo representa una solución potencial, y cuya posición se ajusta de acuerdo a su propia
experiencia y la de sus vecinos [3.34]. De hecho, su éxito no radica en la habilidad o inteligencia
de cada partícula, ya que en lo particular poseen características limitadas, la resolución del
problema objetivo se logra mediante sus patrones de comportamiento e interacción, es decir,
el intercambio de información entres los individuos del enjambre. En el esquema básico de
un algoritmo PSO cada partícula combina de manera lineal tres elementos para decidir su
próximo movimiento: su velocidad actual, la mejor posición que ha encontrado hasta ahora
y la mejor posición encontrada por sus informantes [3.35], [3.36], [3.37].

(a) Aves. (b) Murciélagos.

(c) Peces. (d) Mamíferos.

Figura 3.14: Colectivos de animales que exhiben SI.

3.5.1. Versión estándar del algoritmo PSO

La idea principal de la optimización podría resumirse como la búsqueda e identificación del
mejor elemento dentro de un conjunto de posibilidades. Dentro del campo de las matemáticas
esto puede lograrse definiendo un objetivo en términos de una función parametrizada fo [3.38].
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Por lo que el problema se reduce a encontrar los valores de los parámetros que minimizan o
maximizan la función definida.

La función fo se conoce particularmente como función objetivo, que depende de n número
de parámetros, que definen el espacio de búsqueda Rn. Aquí, cada uno de los puntos del
espacio de búsqueda representa una posible solución, a la cual se le denomina partícula, y
cuyas coordenadas están definidas por el vector xi,

xi = [xi1 , xi2 , xi3 , . . . , xin ] (3.12)

y la población de N soluciones candidatas constituye al enjambre S

S = [x1,x2,x3, . . . ,xN ] (3.13)

Por consiguiente, la tarea de optimización se resuelve, usualmente, mediante la exploración
iterativa del espacio de búsqueda, donde cada partícula actualiza su posición, que esta dada
por la siguiente expresión

xi (t+ 1) = xi (t) + vi (t+ 1) (3.14)

donde, t+ 1 y t representan dos iteraciones consecutivas, es decir el valor actual y pasado de
cada variable, respectivamente. Mientras tanto, para el cálculo y actualización de la velocidad
se emplea la ecuación (3.15),

vi (t+ 1) = vi (t) + ρ (pi − xi (t)) R1 + κ (g − xi (t)) R2 (3.15)

aquí, pi es la mejor solución personal obtenida por cada una de las partículas (personal
best), ρ y κ son coeficientes de aprendizaje o aceleración, según los diversos autores, que
determinan el comportamiento cognitivo y social, respectivamente, y mediante los cuales se
regula la «agresividad» del movimiento de las partículas [3.39], [3.40]. Finalmente, R1 y R2

son números aleatorios de distribución uniforme generados en el rango [0, 1]. Otro aspecto
fundamental en la optimización por enjambre de partículas es el criterio para finalizar o
detener el proceso iterativo de búsqueda. En la literatura se utilizan diversas condiciones de
paro o fin del proceso [3.34]: cuando un número máximo de iteraciones o evaluaciones de
la función se ha ejecutado; cuando se encuentra una solución lo suficientemente aceptable;
el radio normalizado del enjambre es cercano a cero; o cuando no se observa una mejoría
tras varias iteraciones, siendo las dos primeras las más comunes y exploradas en los diversos
algoritmos propuestos en la literatura.

En el Figura 3.15 se presenta el diagrama de flujo para un esquema básico de optimización
por enjambre de partículas. Aquí, It es el número de iteraciones máximas; t es el número de
iteración; y i es la partícula. En la etapa de inicialización se define el tamaño del enjambre
N , las variables de iteración i = 1 y t = 0, y mediante un proceso aleatorio, se asignan
valores iniciales para la posición, la velocidad y el valor óptimo local xi(0), vi(0) y pi(0),
respectivamente.
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Figura 3.15: Diagrama de flujo de un algoritmo PSO estándar.
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En este trabajo se hace uso de un algoritmo estándar PSO, debido a que este esquema de
optimización heredó algunas de sus características a otros algoritmos basados en SI [3.41],
por lo que se pretende explorar esta metodología y sus múltiples variantes en trabajos futuros
[3.40]. En el apéndice B se presentan las líneas de código en Matlab® (utilizadas para el
entrenamiento de la RNBS) para resolver un problema de optimización por enjambre de
partículas.

3.5.2. Caso de estudio: sistema mecánico

Considere el sistema mecánico de segundo orden dado por

ẍ (t) + 2ζωnẋ (t) + ω2
nx (t) = ω2

nku (t) (3.16)

donde ζ es el coeficiente de amortiguamiento, ωn es la frecuencia natural del sistema y k es
la sensitividad estática. La entrada de control esta dada por u (t) y x (t) es la salida [3.44].
Entonces, sin pérdida de generalidad, se puede escribir el sistema de la siguiente manera,

ẍ+ 2ζωnẋ+ ω2
nx = ω2

nku (3.17)

para el cual se requiere diseñar un esquema de control que permita la regulación y seguimiento
de trayectorias de la salida y = x.

3.5.2.1. Esquema de control

En la sección anterior se demuestra que las redes neuronales B-spline son una herramienta
eficiente para el diseño de esquemas de control, debido a su simplicidad de aprendizaje en
línea y a su naturaleza adaptativa, sin requerir un modelo matemático detallado de la dinámi-
ca del sistema [3.45]. Así mismo, se introdujeron los fundamentos básicos de la optimización
por enjambre de partículas, la cual representa una alternativa eficiente para el entrenamiento
fuera de línea o supervisado de las redes neuronales artificiales [3.34]. Por lo tanto, considere
tres esquemas para el control del sistema dinámico definido por la ecuación 3.17: i) control
PID sin pre-alimentación, ii) esquema de control PID completo (ganancias constantes) y iii)
esquema de control PID completo (ganancias variables).

i) Control del tipo PID sin pre-alimentación
Considere un esquema del tipo PID con características adaptables para la regulación y segui-
miento de trayectorias planificadas, similar al presentado en la sección anterior, el cual tiene
la siguiente estructura

u = −kpe−
∫ t

0

e dt− kdė (3.18)
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donde, e = x − x∗ y ė = ẋ − ẋ∗. Por su parte, las ganancias del controlador kp, ki y kd
se calculan en tiempo real mediante las RNBS. Nótese que en la estructura del controlador
propuesto, no se ha considerado el factor de ganancia ω2

nk que multiplica a la entrada de
control u, ni las derivadas de las trayectorias planificadas.

x∗ =


2 m, si 0 s <t ≤ 40 s

1 m, si 40 s <t ≤ 70.7 s

1

2
cos(0.2t) + 1 m, de otra manera

(3.19)

La simulación tiene una duración de 150 segundos, donde el controlador debe de permitir
que la salida del sistema realice el seguimiento tanto de una referencia constante, como de
una variable en el tiempo. Es por esto que se empela un esquema estándar PSO para el
entrenamiento fuera de línea de las RNBS.

3.5.2.2. Diseño de la función objetivo

Para el diseño de la función objetivo se utiliza información de la respuesta transitoria del
sistema a lazo cerrado, la integral del valor absoluto del error por el tiempo (Integral Time
Absolute Error, ITAE) y la integral del cuadrado de la entrada de control. En la Figura 3.16
se presentan de manera gráfica algunos de los parámetros que se pueden utilizar para el
diseño de la función objetivo, con el fin de penalizar el error a lazo cerrado y el esfuerzo
del controlador. Aquí, tr es el tiempo de subida, tp representa el tiempo pico, el tiempo de
asentamiento está definido como ts y Mp es la sobre-elongación [3.46], los cuales se extraen
mediante la función stepinfo de la herramienta computacional Matlab®.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

0

1
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Figura 3.16: Respuesta temporal a lazo cerrado de un sistema de segundo orden.
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En este esquema se utiliza solamente la sobre-elongación como parámetro de diseño, por
lo tanto, la función objetivo propuesta fo = Jh, está dada por la siguiente expresión

Jh = α (P + ITAE) + β

∫ t

0

u2 dt (3.20)

donde α = 0.5 y β = 0.1 son coeficientes de ajuste para la penalización del error de se-
guimiento y de la entrada de control, respectivamente. Por otro lado, P es el 50 % de la
sobre-elongación, que se determina mediante Matlab® o con operaciones aritméticas bási-
cas. Por su parte, el índice de desempeño ITAE se calcula mediante la siguiente integral

ITAE =

∫ t

0

t |ex (t)| dt (3.21)

donde ex (t) = x∗ (t) − x (t) es el error y t es el tiempo en el que se evaluá la función. En
el algoritmo 1 se presenta el pseudocódigo que describe el proceso llevado a cabo cuando
la función propuesta Jh se llama durante el entrenamiento de la red neuronal. Aquí, se
simula la respuesta del sistema para el seguimiento de trayectoria de una referencia del tipo
escalón, durante un tiempo de simulación ts de 5 segundos. No obstante, en los resultados
presentados se puede observar que la simulación tiene una duración total de 150 segundos,
donde se requiere que el sistema realice un seguimiento de trayectoria adecuado, incluso en
presencia de variaciones en la referencia planificada.

Entrada: wkµ (0), para µ = p, i, d // vectores de pesos
Salida: Jh

1 α = 0.5, β = 0.1, ∆t = 0.001 // constantes
2 x(0) = 0, ẋ(0) = 0, ts = 0 // condiciones iniciales
3 para k = 1 hasta s hacer // s = ts

∆t
, con ts = 5

4 calcular de kp,ki y kd mediante la RNBS
5 resolver la dinámica del sistema // Runge-Kutta encapsulado
6 ts = ts+ ∆t
7 guardar e [k] = ex,u [k] = u, t [k] = ts
8 fin
9 obtener MP y P // con la función stepinfo

10 calcular ITAE =
∑n

1 t |e|2 ∆t

11 calcular Jh = α (P + ITAE) + β
∑n

1 |u|
2 ∆t

Algoritmo 1: Evaluación de la función objetivo Jh.
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La etapa de entrenamiento se realiza dentro de este esquema principalmente por los
siguientes motivos: el primero es porque se espera que el controlador adaptativo compense
las variaciones en la referencia después de los 5 segundos que fueron considerados en el entre-
namiento. Así también, debido a que la referencia a seguir o setpoint es una función escalón,
que demanda a la salida, y por consecuencia al controlador, un salto o subida repentina de
máximo esfuerzo de control [3.47]. Por lo tanto, se desea que el controlador no sature a los ac-
tuadores del sistema, es decir, que las entradas de controlador sean suaves y sin oscilaciones,
lo cual representa un reto en la etapa de diseño del esquema de control.

En los resultados de simulación que se presentan en la Figura 3.17a se puede observar
que a pesar de que en el diseño del controlador no se utiliza la información disponible sobre
el modelo del sistema, este puede realizar tareas de regulación y seguimiento de trayectorias
de manera aceptable. Al mismo tiempo, se observa que la entrada de control es suave y no
presenta oscilaciones de alta frecuencia, Figura 3.17b.
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Figura 3.17: Respuesta a lazo cerrado del sistema, escenario 1.

Por otro lado, en la Figuras 3.18 y 3.19 se observa el comportamiento dinámico de las
ganancias del controlador (3.18); kp, ki y kd, las cuales se calculan en línea mediante la RNBS.
Para este caso de estudio se configura el algoritmo PSO con las cotas del espacio de búsqueda
lb = −10 y ub = 0.1. Nótese los ajustes que realiza el esquema adaptativo en los instantes
t = 40 s y t = 70.9 s, respectivamente, que corresponden a una compensación por parte del
control a variaciones en el perfil de referencia (3.19).
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Figura 3.18: Comportamiento dinámico de las ganancias a) kp y b) ki, escenario 1.
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Figura 3.19: Comportamiento dinámico de la ganancia kd, escenario 1.

ii) Esquema de control PID completo (ganancias constantes)
Para el segundo escenario se utiliza un esquema de control del tipo PID similar al presentado
por los autores en [3.48], el cual utiliza la información del error de seguimiento para regular
la dinámica del sistema. En este esquema también se pre-alimenta al sistema con información
de las derivadas de la referencia planificada: ẋ∗ y ẍ∗, 3.22 y 3.23, respectivamente.

ẋ∗ =

{
0 m/s, si 40 s <t ≤ 70.7 s

− 0.1 sin(0.2t) m s−1, de otra manera
(3.22)
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ẍ∗ =

{
0 m/s2, si 40 s <t ≤ 70.7 s

− 0.02 cos(0.2t) m s−2, de otra manera
(3.23)

Con el fin de obtener mejores resultados de seguimiento de las trayectorias, considere el
siguiente controlador

u =
1

kω2
n

(ẍ∗ + 2ζωnẋ+ ωnx+ vx) (3.24)

donde vx es un controlador auxiliar, que está dado por

vx = −β2ė− β1e− β0

∫ t

0

e dt (3.25)

Al sustituir ambos controladores en (3.24) y (3.17), respectivamente, se tiene que la dinámica
del error de seguimiento está dada por la siguiente expresión

e(3) + β2ë+ β1ė+ β0e = 0 (3.26)

Por lo tanto, si se seleccionan adecuadamente las ganancias de control βi, para i = 0, 1, 2,
el error exhibe un comportamiento asintóticamente estable, es decir, se deben seleccionar de
tal manera que el polinomio característico asociado a la expresión (3.26) sea un polinomio
Hurwitz (estable). Por tal motivo, se considera el siguiente polinomio deseado para fines de
diseño

Pd =
(
s2 + 2ζcωnc + ω2

ncs
)

(s+ Pc) (3.27)

aquí, el subíndice c denota que el amortiguamiento y frecuencia natural son parámetros
de diseño del controlador. Considerando la expresiones (3.27) y (3.26), se establece que las
ganancias de control se determinan mediante

β2 = 2ζcωnc + Pc

β1 = 2Pcζcωnc + ω2
nc

β0 = Pcω
2
nc (3.28)

con ζc = 50, ωnc = 0.1 y Pc = 25.5, que fueron ajustadas de manera empírica, bajo la
experiencia del diseñador.

Al igual que para el primer escenario de estudio, el desempeño del esquema de control
propuesto se evalúa para el seguimiento eficiente del perfil de referencia descrito en (3.19).
Como se esperaba, el sistema es capaz de realizar un correcto seguimiento de la trayectoria
planificada, Figura 3.20a, sin embargo, la señal de control presenta una magnitud mayor que
la calculada en el escenario 1, debido a los efectos de la alta ganancia.
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Figura 3.20: Respuesta a lazo cerrado del sistema, escenario 2.

iii) Esquema de control PID completo (ganancias variables)
Para compensar los inconvenientes de los escenarios 1 y 2, en esta sección se introduce una
estrategia de control del tipo PID adaptativo, es decir, el controlador propuesto en el escenario
2 con ganancias variables, donde se abordan dos vertientes del mismo esquema: 1) se calculan
las ganancias de control de manera indirecta, esto es, se calculan los parámetros de control
ζc, ωnc y Pc mediante las RNBS, con límites lb = 0 y ub = 10, 2) se calculan directamente las
ganancias de control mediante las RNBS con límites lb = −10 y ub = 10.
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Figura 3.21: Seguimiento de las trayectorias de referencia a lazo cerrado, escenario 3.1.
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En la Figura 3.23, se presentan los resultados de simulación para el primer esquema
propuesto en el escenario 3, donde se puede observar la capacidad del controlador para
realizar tanto el seguimiento de la trayectoria planificada, Figura 3.21a, como de su derivada
Figura 3.21b. Note que al igual que en el escenario 1, la RNBS fue entrenada bajo el mismo
esquema descrito en el algoritmo 1, donde se modifica únicamente la línea 4 del código,
bajo el esquema mencionado. Mientras tanto, en la Figura 3.22 se aprecia que la magnitud
del esfuerzo de control es suave, debido a que no presenta un comportamiento abrupto ni
oscilaciones de alta frecuencia. Sin embargo, y a pesar de obtener buenos resultados de
seguimiento, se tiene que al utilizar los parámetros de control como parámetros adaptativos
y de optimización, el espacio de búsqueda se ve restringido de manera significativa durante
el entrenamiento de la red, es decir, el uso del conjunto de ganancias (3.28) implica ciertas
restricciones para la minimización de la función objetivo Jh, por ejemplo: no se puede hacer
uso de ganancias negativas, debido a que el espacio de búsqueda del algoritmo PSO está
acotado a valores positivos.
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Figura 3.22: Esfuerzo de control, escenario 3.1.

En las Figuras 3.23a, 3.23c y 3.23e se observa la evolución de los parámetros de control
calculados mediante las RNBS, así como los valores correspondientes de las ganancias, Figu-
ras 3.23b, 3.23d y 3.23f, según la expresión (3.28). En los datos presentados en las gráficas
se observa el ajuste realizado por el esquema RNBS, donde a pesar de su magnitud, el efecto
que tiene en la dinámica de la respuesta es significativo. Por otro lado, los resultados que
se obtienen en el escenario 3.2 presentan mejores características de seguimiento que los an-
teriores. En la Figura 3.24 se observa que el controlador propuesto permite un seguimiento
adecuado de las trayectorias planificadas, sin presencia de sobreimpulsos tanto en la salida
del sistema, como en la entrada de control. Así también, se aprecia que el error en estado
estacionario es prácticamente cero, a pesar de las variaciones del perfil de referencia.
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Figura 3.23: Comportamiento dinámico de las variables y parámetros de control, escenario
3.1.
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Figura 3.24: Seguimiento de trayectoria con controlador adaptativo, escenario 3.2
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Nótese que en la Figura 3.24d el valor de la ganancia es negativo por un corto periodo
de tiempo, lo cual posiblemente sea un factor para obtener un mejor desempeño que en el
escenario 3.1, es decir, no se encuentra restringido el espacio de búsqueda en la etapa de
entrenamiento ni en el cálculo en línea de de las ganancias de control. En un esquema como
el que se presenta en el escenario 2, sin características adaptativas y con valores de ganancias
constantes, esta condición podría llevar a la inestabilidad del sistema.

Mediante simple inspección de los resultados gráficos, se puede concluir que la propuesta
introducida en el escenario 2, tiene un mejor desempeño que los otros esquemas, sin embargo,
si se configura y selecciona adecuadamente, tanto los parámetros de la RNBS como del algo-
ritmo PSO, cualquiera de ellos permite que el sistema realice un seguimiento de trayectorias
de manera eficiente.

3.6. Conclusiones
En esta sección se propone un esquema de control neuronal para tareas de regulación y

seguimiento de trayectorias de referencia planificadas para un quadrotor. El enfoque de control
presentado representa una eficiente alternativa debido a su simplicidad de aprendizaje en
línea y a su naturaleza adaptativa ante diversas condiciones de operación. Diferente a algunas
contribuciones de control reportadas en la literatura, las doce ganancias del control se adaptan
de manera eficiente ante cambios en las señales de referencia, usando redes neuronales, sin
requerir un modelo matemático detallado de la dinámica no lineal del sistema. Los resultados
de simulación verifican el buen desempeño del control de seguimiento propuesto. Se incluyeron
algunas comparaciones con un esquema de control no lineal basado en modos deslizantes de
segundo orden, para mostrar que el uso apropiado de redes neuronales permite obtener un
desempeño de seguimiento satisfactorio, sin la presencia de oscilaciones de alta frecuencia.

Así también, se introduce un esquema de entrenamiento fuera de línea de la RNBS basado
en la optimización por enjambre de partículas, donde se propuso una función objetivo en
términos de la respuesta transitoria de un sistema de segundo orden, mientras que este
intenta seguir una referencia planificada del tipo escalón. En el esquema de entrenamiento se
incluyeron solo 5s de la respuesta dinámica del sistema, ya que se asumió que la red neuronal
podía compensar en línea las variaciones de la referencia planificada, así como la posible
incertidumbre en el modelo, que fue verificado de manera satisfactoria mediante resultados
de simulación.

El principal motivo de introducir el esquema RNBS-PSO para un sistema de segundo
orden, es porque la dinámica del quadrotor puede desacoplarse en múltiples subsistemas
mecánicos de segundo orden. Por lo tanto, la propuesta representa una alternativa eficiente
para el control de movimiento del quadrotor. Finalmente, es importante resaltar que el uso
de las RNBS puede extenderse para otros esquemas de control donde se desee contrarrestar
el efecto de control de alta ganancia, como el esquema propuesto en el Capítulo 5.
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Capítulo 4

Control activo de un RW-UAV

En este capítulo se aborda el problema del control de movimiento del quadrotor desde un
enfoque de control activo para la absorción y atenuación de vibraciones, con la intensión de
ejecutar tareas de regulación y seguimiento mientras se suprimen las excitaciones armónicas
exógenas que afectan al sistema. Para ello, se introducen dos esquemas de control basados
en las teorías de modos deslizantes y de los absorbedores virtuales de vibraciones. En el
primer esquema se utiliza un polinomio de Taylor para aproximar las fuerzas armónicas en
una pequeña ventana de tiempo para mejorar las capacidades de rechazo de perturbaciones
del esquema de control activo, el cual está basado en la metodología de control por modos
deslizantes. La dinámica subactuada del vehículo se regula adecuadamente alrededor de una
posición deseada mediante trayectorias de movimiento de inclinación y balanceo. Por su parte,
en el segundo enfoque, se presenta un estudio sobre la aplicación de absorbedores activos de
vibraciones para la síntesis de un esquema de control de movimiento para el quadrotor. Aquí,
los absorbedores se sintonizan a frecuencias de excitación armónicas no deseadas y se integran
en controladores de regulación de movimiento. Finalmente, se incluyen algunos escenarios de
simulación por computadora para verificar el desempeño satisfactorio de los enfoques de
control propuestos mientras que el vehículo está sujeto a fuerzas de excitación armónicas.

4.1. Introducción

El quadrotor ha sido ampliamente estudiado en los últimos años por investigadores en
diferentes campos tecnológicos de interés, dentro de los cuales podemos destacar principal-
mente a la teoría de control, electrónica de potencia, sensores y actuadores, aeronáutica,
vibraciones mecánicas, comunicaciones, vuelo interactivo y cooperativo, detección de fallas,
acondicionamiento y procesamiento de señales e identificación de parámetros. Algunos de los
retos que se tienen para controlar de manera eficiente a este tipo de vehículos en entornos
operativos desconocidos son la incertidumbre paramétrica, la dinámica no modelada y las
perturbaciones.
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Una de las estrategias de control que ha demostrado ser una alternativa eficaz para con-
trolar plantas dinámicas no lineales complejas y que enfrentan condiciones de incertidumbre
es el control basado en modos deslizantes [4.1]. Por está razón, en la literatura se han presen-
tado diferentes propuestas de control basadas en los modos deslizantes, con el fin de lograr
un movimiento apropiado de este RW-UAV sujeto a perturbaciones exógenas [4.2–4.5]. El
control por modos deslizantes se basa en el diseño de una superficie deslizante y la acción
de controladores discontinuos [4.6]. Es común la presencia de oscilaciones de alta frecuencia
(chattering) debido a la acción de discontinua del controlador por retroalimentación, que em-
plea la función signum. Por lo tanto, un diseño adecuado de las superficies deslizantes y de
los lazos de retroalimentación, producen una respuesta adecuada del sistema a lazo cerrado,
ya que las trayectorias tanto de las variables de estado como las de movimiento deseadas,
se incluyen directamente en el diseño del esquema de control [4.7]. Algunas características
interesantes están asociadas a está estrategia de control no lineal, entre las que destacan su
insensibilidad a las perturbaciones endógenas y exógenas y una convergencia en tiempo finito
de las variables deslizantes a cero [4.8], [4.9]. Sin embargo, se presentan algunos inconve-
nientes en el esquema convencional de este control de retroalimentación discontinua entre las
principales sobresalen el chattering, las variables de estado solo convergen de manera asintó-
tica y la compensación adecuada de la acción de control solo es válida para las perturbaciones
coincidentes (matched disturbances), cuando las perturbaciones actúan en el mismo canal que
está actuando la entrada de control [4.6].

Por otro lado, otro mecanismo con el que se han obtenido resultados satisfactorios para
atenuar vibraciones armónicas indeseables son los absorbedores activos de vibración. Amor-
tiguadores de masa sintonizados, antivibradores, neutralizadores de vibraciones, amortigua-
dores dinámicos y amortiguadores son nombres adoptados en la literatura para describir un
amortiguador dinámico de vibraciones [4.10–4.13]. Los absorbedores de vibraciones también
son sistemas mecánicos constituidos por elementos de inercia, rigidez y amortiguamiento de-
bidamente seleccionados, que se acoplan a la estructura mecánica flexible (sistema primario)
para protegerse contra las vibraciones armónicas nocivas. Se han propuesto diversas confi-
guraciones para los absorbedores de vibraciones con el fin de obtener niveles aceptables de
atenuación de las vibraciones [4.10]. Los absorbedores pasivos de vibraciones están sinto-
nizados para suprimir eficientemente excitaciones armónicas de frecuencias específicas, sin
utilizar alguna fuente de energía externa. Sin embargo, el rendimiento dinámico de los absor-
bedores pasivos de vibraciones podría deteriorarse para escenarios operativos de frecuencias
de excitación variables inciertas. Por lo tanto, se han propuesto absorbedores de vibraciones
activos para mejorar la capacidad de supresión de vibraciones para fuerzas de excitación de
frecuencia variable, por ejemplo en [4.14].

En este capítulo, se presentan dos metodologías basadas en modos deslizantes y en los
absorbedores de vibraciones para la regulación de la posición de un helicóptero multi-rotor.
En ambos esquemas, se evalúa el comportamiento dinámico a lazo cerrado del quadrotor
mientras esta sujeto a los efectos de fuerzas armónicas perturbadoras para mostrar la solidez
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de los enfoques propuestos. En la primera propuesta la dinámica de traslación está regulada
por una etapa de compensación integral, mientras que el movimiento de rotación se controla
mediante modos deslizantes. Por su parte, la segunda propuesta utiliza absorbedores de
vibraciones tanto para la dinámica subactuada como para la totalmente actuada. En los dos
esquemas propuestos, las entradas de control se presentan como señales de par transformado,
que son una relación entre el tensor de inercia y los pares de control naturales. Finalmente,
se presentan simulaciones de software para mostrar la efectividad y solidez de las estrategias
de control no lineal propuestas.

4.2. Ecuaciones de movimiento del quadrotor
Una representación no trivial para la dinámica del cuerpo rígido del quadrotor se presenta

en [4.15] y [4.16], donde se ha validado exhaustivamente mediante simulaciones numéricas y
pruebas experimentales que la dinámica compacta del quadrotor se puede representar me-
diante

mẍ = −u sin θ + fx

mÿ = u cos θ sinφ+ fy

mz̈ = u cos θ cosφ−mg + fz

φ̈ = τ̃φ

θ̈ = τ̃θ

ψ̈ = τ̃ψ (4.1)

donde x, y y z son las coordenadas cartesianas que describen la posición del centro de
masas del quadrotor, con respecto al marco inercial fijo a la tierra (como se presenta en el
Capítulo 2). Por su parte,m es la masa concentrada del vehículo y g la aceleración debida a la
gravedad. Las entradas de control u, τ̃ψ, τ̃ψ y τ̃ψ son la fuerza colectiva de empuje y los torques
transformados de guiñada, cabeceo y balanceo, respectivamente [4.15]. Además, para resaltar
la efectividad del uso de los controladores robustos propuestos basados en las compensaciones
integrales y los modos deslizantes, se consideran algunas fuerzas perturbadoras exógenas
representadas por fj = Aj sin(ωjt), para j = x, y, z, que afectan la dinámica de vuelo del
cuatri-rotor.

4.3. Un enfoque de control de movimiento basado en mo-
dos deslizantes

En el esquema de control propuesto, la regulación del movimiento del quadrotor en el
plano horizontal se realiza a través de trayectorias controladas adecuadamente de los ángulos
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de cabeceo y balanceo, θ y φ, respectivamente. Por tal motivo, se introducen los siguientes
controladores virtuales para regular la dinámica sin actividad en las direcciones x y y,

vx = −(vz +mg)(cosφ)−1 tan θ

vy = (vz +mg) tanφ (4.2)

donde las referencias de trayectoria de los movimientos angulares θ y φ está dado por

θ∗ = tan−1

(
− vx cosφ

vz +mg

)
φ∗ = tan−1

(
vy

vz +mg

)
(4.3)

Entonces, la dinámica del quadrotor se resume mediante el siguiente conjunto de ecuaciones
diferenciales

mẍ = vx + fx

mÿ = vy + fy

mz̈ = vz + fz

ψ̈ = τ̃ψ

θ̈ = τ̃θ

φ̈ = τ̃φ (4.4)

con
u =

vz +mg

cos θ cosφ
(4.5)

Para propósitos de diseño del controlador, se consideran las fuerzas armónicas de excitación
fj, j = x, y, z, que se aproximan dentro de una pequeña ventana de tiempo mediante un
polinomio de Taylor de r-orden

fj ≈
r∑
i=0

pi,jt
i (4.6)

Por lo tanto, para contrarrestar de manera activa las vibraciones inducidas al cuerpo del
vehículo, se proponen los siguientes controladores dinámicos con el fin de lograr una apropiada
regulación de la posición del cuatri-rotor:

vj = −α0,jη1,j − α1,jη2,j − α2,jej − α3,j ėj

η̇1,j = η2,j

η̇2,j = ej (4.7)

donde ej son los errores de regulación entorno al punto deseado de operación (x∗, y∗, z∗),
definidos por: ex = x − x∗, ey = y − y∗ y ez = z − z∗. Además, el conjunto de parámetros
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de diseño {α0,j, α1,j, α2,j, α3,j} deben de ser seleccionados de manera adecuada para asegu-
rar estabilidad a lazo cerrado y de esta manera lograr niveles aceptables de atenuación de
las vibraciones. Nótese que durante la síntesis de los controladores auxiliares 4.7, se utiliza
una familia de polinomios de Taylor de primer orden para modelar las fuerzas de excita-
ción. Por otro lado, para regular la dinámica angular del vehículo se proponen los siguientes
controladores de torque basados en modos deslizantes

τ̃k = τ̃ ∗k − βkėk − γkσk −Wksign(σk) (4.8)

con τ̃k, k = ψ, θ, φ, parámetros positivos de control βk, γk and Wk, y superficies de desliza-
miento σk definas por

σk = ėk + βke, βk > 0 (4.9)

4.4. Resultados de la primera propuesta

Con el fin de resaltar las cualidades del esquema de control por modos deslizantes para
para enfrentar perturbaciones armónicas y regular los desplazamientos del cuadrotor, se llevan
a cabo algunas simulaciones numéricas en Matlab®. En estas simulaciones el helicóptero
debe desplazarse desde una posición inicial con coordenadas [x0, y0, z0] hasta el punto deseado
[x∗, y∗, z∗]. Para obtener una respuesta transitoria de características suaves entre los estados
iniciales y finales, se utilizan curvas de interpolación de Bézier definidas por las siguiente
expresión

B(t, T1, T2) =
t− T1

T2 − T1

[
r1 − r2

(
t− T1

T2 − T1

)
+ r3

(
t− T1

T2 − T1

)2

− . . .+ r6

(
t− T1

T2 − T1

)5
]

(4.10)

donde los tiempos T1 y T2 son los puntos de control del polinomio.
El esquema de movimiento del helicóptero es: primero, el quadrotor se lleva de la posición

inicial z0 = 0m hasta el punto deseado z∗ = 5m, en un lapso de tiempo t = 10s, como se
observa en la Figura 4.7a. Véase que el controlador diseñado basado en la compensación
integral es capaz de contrarrestar los efectos gravitatorios que afectan el desplazamiento
vertical del robot, como se aprecia en la Figura 4.7b. Asimismo, se observa que se obtienen
resultados aceptables de regulación en un punto deseado de hovering sin importar los efectos
inducidos por la presencia de una componente de vibración armónica fz = sin(10t) que está
perturbando el vuelo estable del helicóptero desde el instante t = 20.
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Figura 4.1: Movimiento vertical controlado mediante el esquema basado en modos deslizantes.

Por su parte, el movimiento regulado con respecto a las posiciones deseadas x∗ y y∗ está
dado por 4.11 y 4.12,

x∗ (t) =


0m, t ≤ 15 s
3m, 15 s < t ≤ 35 s
0m, t > 35 s

(4.11) y∗ (t) =


0m, t ≤ 25 s
3m, 25 s < t ≤ 45 s
0m, t > 45 s

(4.12)

En la Figura 4.2 se presenta el comportamiento dinámico de las variables de estado y de
control que promueven y afectan el desplazamiento del quadrotor en dirección X. De igual
manera, se observa la adecuada acción del controlador virtual vx y τ̃θ, para la regulación del
movimiento del helicóptero, así como una correcta compensación del sistema a lazo cerrado
cuando se inyecta una perturbación armónica externa dada por fx = 0.5 sin(10t) N, en
el instante de tiempo t = 20s. De igual manera, se aprecian los efectos del controlador
discontinuo en el seguimiento de la trayectoria del ángulo de cabeceo definido por 4.3.

Por otro lado, en la Figura 4.3 se presenta la entrada de control transformada para la
regulación del movimiento en dirección Y . Aquí, se puede observar que el seguimiento de la
referencia de trayectoria angular φ∗ permite el control de posición del helicóptero de manera
adecuada. De igual manera se aprecia que el esquema de control compuesto por el controlador
virtual vy y el control transformado τ̃φ le permite al sistema el rechazo activo de una entrada
perturbada armónica suministrada en el tiempo de simulación t = 35s, la cual está dada por
fy = 0.5 sin(10t) N.
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Figura 4.2: Regulación de la dinámica subactuada mediante los controladores vx y τ̃θ, primera
propuesta.

Los valores del estado inicial de guiñada están definidas por ψ0 = 0.5, para posterior-
mente alcanzar la posición deseada ψ∗ = 0 aproximadamente en t = 12 s. Finalmente, en
la Figura 4.4a se observa el movimiento totalmente controlado del quadrotor mediante el
esquema de control propuesto. Como se esperaba, se logra una regulación adecuada para
el movimiento en cada una de las direcciones del plano cartesiano, incluso en presencia de
perturbaciones armónicas indeseables. La compensación integral permite una supresión efec-
tiva de las fuerzas perturbadoras del movimiento de traslación, mientras que el movimiento
angular se controla mediante el mecanismo de modos deslizantes.

En otro contexto, la respuesta dinámica a lazo cerrado tanto de la regulación del movimi-
ento de guiñada deseado ψ∗ como del controlador τ̃ψ se muestra en las Figuras 4.5a y 4.5b,
donde se aprecia que las tareas de regulación se llevan a cabo de manera eficiente sin importar
la presencia de las componentes de fuerza armónicas afectando los otros grados de libertad.
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Figura 4.3: Regulación de la dinámica subactuada mediante los controladores vy y τ̃φ, primera
propuesta.
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Figura 4.4: Movimiento regulado del helicóptero en el espacio cartesiano.
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Figura 4.5: Control de la dinámica totalmente actuada del movimiento de guiñada mediante
el control basado en modos deslizantes.

4.5. Un esquema de control de movimiento basado en ab-
sorbedores virtuales

En (4.6) se presenta el modelo clásico de un sistema vibratorio primario Σ1 con un absor-
bedor activo de vibraciones Σ2, que están interconectados según el esquema de la Figura 4.6.

Σ1 : m1ẍ1 + c1ẋ1 + k1x1 = k2(x2 − x1) + f(t)
Σ2 : m2ẍ2 + c2ẋ2 + k2(x2 − x1) = u

(4.13)

donde f(t) representa una fuerza armónicas descrita por

f(t) = F0 sin(ωt) (4.14)

donde F0 es la amplitud y ω es la frecuencia de excitación. Mientras tanto x1 es la variable
que describe la posición del sistema primario y x2 es la posición coordenada del absorbedor.

Adicionalmente, u representa la entrada de fuerza de control que se utiliza para sintonizar
en línea el absorbedor de vibraciones, con el fin de suprimir de manera efectiva las fuerzas
armónicas f(t); m1, c1 y k1 indican la inercia, amortiguamiento y rigidez del sistema prima-
rio, respectivamente. Por su parte, las variables m2, c2 y k2 son parámetros de diseño del
controlador que deben seleccionarse de manera apropiada. La frecuencia de sintonización de
un absorbedor de vibraciones pasivo, ωn2, se selecciona comúnmente manteniendo la siguiente
relación

ωn2 =

√
k2

m2

= ω (4.15)
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Figura 4.6: Absorbedor activo de vibraciones.

De esta manera se pueden lograr niveles significativos de atenuación de las vibraciones
entorno a una frecuencia de excitación específica ω mediante el uso de absorbedores pasivos
de vibraciones ligeramente amortiguados, es decir, con c2 ≈ 0. Esta propiedad de absorción de
vibración pasiva se ha ampliado adecuadamente para escenarios de frecuencia de excitación
variable mediante técnicas de control de vibración activa y estimación de frecuencia en línea
[4.14]. Ahora, sin pérdida de generalidad, considere el siguiente sistema dinámico perturbado
armónicamente Σ1 descrito por

Σ1 :
ẏ1 = y2

ẏ2 = − k
m
y1 − c

m
y2 + 1

m
u+ 1

m
f

y = y1

(4.16)

donde y es la variable de salida a controlar mediante la entrada de control u mientras el
sistema esta sujeto a la acción de fuerzas armónicas f . Por lo tanto, se propone el siguiente
controlador dinámico basado en la implementación de absorbedores de vibraciones virtuales
Σ2 para suprimir los armónicos de fuerza de frecuencia indeseables:

Σ2 :

η̇1 = η2

η̇2 = − ka
ma

(η1 − y1)

u = ka(η1 − y1)
(4.17)

aquí los parametros positivos del absorbedor virtual deben seleccionarse de tal manera se
satisfaga que ω2 = ka/ma y de esta manera garantizar estabilidad del sistema a lazo cerrado.
Por lo tanto, al considerar al cuatri-rotor como el sistema primario durante el proceso de
análisis y diseño, se proponen los siguientes controladores dinámicos basados en absorbedores
de vibraciones virtuales, de manera similar a los introducidos en (4.17), los cuales permiten
llevar a cabo tareas de regulación de movimiento alrededor de algún punto de operación
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deseado y la supresión activa de fuerzas armónicas,

u =
1

cosφ cos θ
(vz +mg)

τ̃ψ = τ̃ ∗ψ + vψ

τ̃θ = τ̃ ∗θ + vθ

τ̃φ = τ̃ ∗φ + vφ (4.18)

con

Σi :

η̇1,i = η2,i

η̇2,i = − ka,i
ma,i

(η1,i − ei)

vi = −β0,iei − β1,iėi + ka,i(η1,i − ei)

(4.19)

donde ei = i − i∗ representan los errores de regulación para i = x, y, z, ψ, θ, φ; x∗, y∗, z∗
y ψ∗ se planifican fuera de línea; θ∗ y φ∗ se calculan en línea mediante (4.3), las cuales se
utilizan para la regulación de las variables x y y desde la posición inicial del vehículo hasta
las coordenadas deseadas en el plano horizontal. Por lo tanto, las ganancias de control de
la dinámica angular deben seleccionarse adecuadamente para que sean mucho más rápidas
que el movimiento de traslación en x y y. Nótese que para evitar posibles condiciones de
incontrolabilidad o singularidad en la representación del modelo 4.1, los ángulos θ y φ deben
acotarse de tal manera que su valor este comprendido en el intervalo abierto (−π/2, π/2).

4.6. Resultados de la segunda propuesta

Para probar el desempeño del controlador propuesto se realizan diversas simulaciones
numéricas, donde el quadrotor se lleva desde una posición inicial hasta un punto de operación
estacionario de hovering que está definido por el conjunto de coordenadas (x∗, y∗, z∗). Téngase
en cuenta que algunas de las variables utilizadas tanto para el diseño de ambos esquemas
como para describir la dinámica del absorbedor de vibraciones, se utilizan para representar
el diseño de otros controladores (por ejemplo, vx y vy en el control por modos deslizantes) y
para modelar la dinámica del quadrotor (por ejemplo, u que representa la entrada de fuerza
principal y u que describe la entrada de fuerza de control que se utiliza para sintonizar en
línea el absorbedor de vibraciones), respectivamente, por lo que no debe de confundirse su
uso en particular.

Dentro del esquema general de simulación, se lleva en primera instancia al helicóptero
desde el reposo en tierra, x(0) = y(0) = z(0) = 0 m, θ(0) = φ(0) = 0 and ψ = 0.7 rad, hasta
la posición vertical deseada z∗ = 15 m, en un lapso de tiempo aproximado de 5 s medinte la
entrada de control u, como se observa en las Figuras 4.7a y 4.7b.
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Figura 4.7: Movimiento vertical controlado mediante las entradas de control u y τ̃ψ, segunda
propuesta.

Mientras tanto, el ángulo de guiñada se lleva a la coordenada deseada ψ∗ = 0 rad por
medio de la entrada de control τ̃ψ, como se aprecia en las Figuras 4.7c y 4.7d, respectiva-
mente. Posteriormente, mediante la acción de los controladores virtuales vx y vy se realiza
un desplazamiento hacia las coordenadas x∗ = 10 m y y∗ = 10 m sobre el plano horizontal,
Figuras 4.8 y 4.9.

Nótese que en esta sección se emplean también curvas de Bézier para obtener una transferen-
cia suave entre las condiciones iniciales y finales, para lo cual, de manera simultaneá, el
controlador debe suprimir de manera efectiva las perturbaciones inducidas por una fuerza ar-
mónica externa. Es importante también resaltar la transferencia suficientemente suave hacia
la configuración de movimiento planificada para el quadrotor gracias al uso de polinomios de
interpolación entre los estados operativos especificados [4.14].
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Figura 4.8: Regulación de la dinámica subactuada mediante los controladores vx y τ̃θ, segunda
propuesta.

De las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9 se confirma una apropiada estabilización del quadcopter
alrededor de (x∗, y∗, z∗), donde las trayectorias controladas de los ángulos de cabeceo y ba-
lanceo utilizados para lograr el movimiento en las direcciones x y y. Asimismo, se observa
la acción efectiva de los controladores basados en los absorbedores virtuales, los cuales son
capaces de activamente absorber los efectos indeseables de las fuerzas armónicas indeseables
fj = sin(10t) N para j = x, y, z que se inyectan al sistema en t = 5 s. Por su parte las
ganancias de los controladores de torque transformados (en unidades de aceleración angular)
y de fuerza de sustentación se eligen de la siguiente manera

β0,i = ω2
n,i

β1,i = 2ζiωn,i (4.20)

con ωn,j = 10 rad/s, j = x, y, z, ωn,k = 50 rad/s, k = θ, φ, ψ, ζi = 0.7071, i = j, k. Por
lo tanto, los absorbedores se sintonizan a una frecuencia ωa,i = 10 rad/s, con ma,i = m/2,
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mediante las cuales se compensa de manera activa las fuerzas armónicas que afectan el vuelo
estacionario del helicóptero.
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Figura 4.9: Regulación de la dinámica subactuada mediante los controladores vy y τ̃φ, segunda
propuesta.
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4.7. Conclusiones
En este capítulo se proponen dos enfoques de control de movimiento para el quadrotor.

El primero de ellos está basado en las ideas centrales del control por modos deslizantes y
compensación integral para el rechazo activo de fuerzas armónicas indeseables que afectan
las tareas de regulación de movimiento de un quadrotor. La dinámica subactuada del helicóp-
tero se regula mediante compensadores dinámicos integrales que actúan como controladores
virtuales. Por su parte, la segunda propuesta está basada en la teoría de los absorbedores
virtuales de vibraciones, que se sintonizan a frecuencias de excitación armónicas indeseables
y se integran en controladores de posición, con el fin de asegurar niveles aceptables de su-
presión activa de fuerzas armónicas indeseables. También, debido a la naturaleza dinámica
del movimiento del sistema, en los esquemas se implementan dos etapas de control, donde el
bucle interno debe reaccionar más rápido que el bucle externo, para garantizar un vuelo de
operación adecuado del helicóptero. Algunos resultados preliminares de simulación numérica
muestran un rendimiento aceptable de los esquemas de control propuestos, donde el quadro-
tor es capaz de conservar una posición estacionaria incluso en presencia de fuerzas armónicas
externas. Los trabajos futuros se centran en la atenuación de los efectos de alta frecuencia
(chattering) presentes en las entradas de control por modos deslizantes y las mejoras en la
robustez de la estrategia de control, así como la supresión activa de múltiples armónicos de
fuerza de frecuencia de excitación en vehículos aéreos de ala fija y de alas rotatorias mediante
absorción activa.
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Capítulo 5

Control robusto para el rechazo de
perturbaciones en un vehículo aéreo

El problema de regulación de la salida de un sistema dinámico, o alternativamente, el
problema de servomecanismo, aborda el diseño de un controlador por retroalimentación pa-
ra lograr un seguimiento asintótico para una clase de entradas de referencia y rechazo de
perturbaciones en un sistema incierto mientras se asegura la estabilidad a lazo cerrado. El
problema de control que este trabajo aborda es la estabilización de la actitud y el seguimiento
de trayectorias planificadas para un quadrotor. Para ello, se propone el diseño de un esquema
de control robusto basado en el rechazo activo de perturbaciones, que se evalúa mediante
diversas simulaciones numéricas.

5.1. Introducción

Durante el vuelo, los quadrotors están sometidos a los efectos tanto de perturbaciones
endógenas como exógenas, debido un medio altamente cambiante provocado por variaciones
en la velocidad del viento, fluctuaciones en la humedad circundante y resistencia del aire. Por
lo tanto, se origina un comportamiento complejo de naturaleza no lineal entre las variables
de salida del sistema y las perturbaciones. Es por está razón que se requiere el diseño de
esquemas robustos de control de movimiento para realizar tareas de regulación de posición,
seguimiento de trayectorias, maniobras ágiles que requieren de movimientos rápidos, vuelo
estable, aterrizaje y despegue vertical.

Diversas estrategias lineales y no lineales de control se proponen en la literatura para el
control del quadrotor, entre las que destacan: controladores del tipo PD y PID; controlado-
res basados en funciones de Lyapunov; controladores óptimos LQR y LQG; controladores
robustos basados en modos deslizantes, backstepping y H∞; controladores adaptativos ba-
sados en modelo de referencia, ganancia L1, redes neuronales, algoritmos genéticos y lógica
difusa; control predictivo; control basado en la energía del sistema (Lagrangianos controla-
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dos y pasividad); observadores de estados (Kalman y GESO); control por rechazo activo de
perturbaciones; y diversas versiones híbridas de estos controladores.

En este capítulo, se describe a detalle una estrategia de control robusto de movimiento
para el helicóptero de cuatro rotores. La propuesta se diseña en base a las ideas centrales
del paradigma de control basado en el rechazo activo de perturbaciones (Active Disturbance
Rejection Control, ADRC) propuesto en [5.17], [5.18]. No obstante, en nuestro esquema el uso
de mecanismos observadores para estimar la perturbación total es innecesario, así como la
medición de velocidades tanto lineales como angulares, debido a que se hace uso apropiado de
reconstructores integrales de las derivadas temporales [5.27]. Por lo que, solamente se requiere
información sobre la posición y actitud del helicóptero. Es necesario precisar que tanto las
incertidumbres en el modelo como las perturbaciones se rechazan y compensan activamente
mediante una compensación integral, que se inyecta al sistema a través de las entradas de
control.

El esquema de control consiste en cuatro controladores para la regulación de la dinámica
completamente actuada, y una etapa de control virtual para la dinámica subactuada. Los
controladores virtuales se sintonizan de tal manera que al realizar el seguimiento de las refe-
rencias angulares θ∗ y φ∗ se asegure un seguimiento eficiente de las trayectorias planificadas
en las direcciones X y Y . El uso de los reconstructores integrales para el cálculo de las deriva-
das facilita el control en tiempo real del vehículo, debido a que no se requieren mediciones en
tiempo real de las velocidades, ni realizar ninguna operación compleja en línea para deducir
las derivadas de las referencias planificadas θ̇∗ y φ̇∗.

Se presentan algunos resultados de simulación que confirman un desempeño dinámico
satisfactorio del enfoque de control propuesto. Por lo tanto, nuestra propuesta representa
una alternativa viable para un seguimiento robusto eficiente de las trayectorias para el vuelo
deseado de un quadrotor.

5.2. Enfoques de control para el quadrotor
En [5.3] se utilizan controladores convencionales del tipo PID y LQ para tareas de esta-

bilización de una plataforma experimental de un quadrotor, que está sometida a pequeñas
perturbaciones. De la misma manera, en [5.4] los autores introducen un esquema de control
del tipo PID, donde se observa un desempeño aceptable por parte del controlador para el
vuelo a baja velocidad de movimiento del vehículo en ambientes controlados. A pesar de
no poseer la capacidad de compensar perturbaciones de amplia magnitud, los controladores
clásicos poseen una estructura funcional y compacta que les ha permitido su implementación
de manera satisfactoria en modelos comerciales del quadrotor [5.5].

En la literatura se han propuesto diversos esquemas de control, que se presentan como
una composición de técnicas clásicas y controladores robustos no lineales para compensar de
manera eficiente perturbaciones externas, incertidumbres del modelo, acoples de la dinámica
interna y ruido en las señales de retroalimentación. El esquema propuesto en [5.6] consiste
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de un controlador PID basado en técnicas backstepping para la regulación de la dinámica
rotacional de un cuatri-rotor, donde la integral del error de seguimiento actúa como variable
de control para minimizar el error en estado estacionario. Por su parte, en [5.7], se introduce
un esquema de control basado en las teorías de terminal de modos deslizantes y backstepping
integral, para robustecer la respuesta del sistema a la cerrado ante la presencia perturbacio-
nes externas. Así también, diversos controladores robustos convencionales se han diseñado y
descrito a detalle en [5.8], [5.9] y [5.10], donde se realiza un estudio minucioso del uso de las
técnicas de modos deslizantes y backstepping para el seguimiento de trayectorias planificadas
de un helicóptero de cuatro rotores. En el primero, se realiza una compensación de la diná-
mica angular mediante un procedimiento backstepping, con el fin de contrarrestar los efectos
de perturbaciones acotadas. Por otro lado, en [5.9] se presenta un esquema robusto donde se
utiliza un arreglo de ambas técnicas, de tal manera que se disminuyan las oscilaciones de alta
frecuencia (chattering) en la señal de control, así como las discontinuidades en ella, lo que
significa una mejora en las propiedades de rechazo a perturbaciones por parte del sistema.
Mientras tanto, los autores en [5.10] hacen uso de observadores extendidos de estados para
prealimentar el lazo de control con información sobre las perturbaciones, mientras que la
dinámica de orden superior y los efectos de la alta ganancia del observador son compensados
mediante técnicas adaptativas. Al mismo tiempo, el problema de subactuación se resuelve
mediante la propiedad de planitud diferencial, en tanto que el control de la dinámica ro-
tacional y traslacional está a cargo de controladores por modos deslizantes y backstepping,
respectivamente, con lo cual se asegura un seguimiento de trayectorias adecuado en presencia
de disturbios, así como estabilidad a lazo cerrado.

También, se han hecho diversas propuestas para mejorar el desempeño de los controladores
por modos deslizantes. Por ejemplo, en [5.11] se presenta un esquema de control robusto
donde se atenúa el efecto de la interrupción a alta frecuencia en la señal de entrada sin
afectar el desempeño del vehículo mientras vuela. Mientras tanto, en [5.12] el problema del
chattering se resuelve mediante un controlador de bloques y una estrategia super twisting.
Por su parte, los autores en [5.13] utilizan una función variante en el tiempo para sustituir la
función signo propia del control por modos deslizantes, con el fin de atenuar las oscilaciones
de alta frecuencia en la señal de control. Aquí, las derivadas de la superficie deslizante y de
las referencias angulares, se aproximan mediante el uso de un diferenciador de tiempo finito.

Por otro lado, un esquema de control predictivo por modelo (Model Predictive Controller,
MPC) se utiliza en [5.14] para el control de la dinámica subactuada del helicóptero, y un
controlador basado en la síntesis H∞ para el control óptimo de la dinámica rotacional. En
el estudio se consideran perturbaciones tanto para el movimiento de traslación como de
rotación, así como incertidumbre en los parámetros. Mientras tanto, en [5.5] se proponen
compensadores robustos para mejorar el desempeño de un esquema PD para el control de
posición y actitud, y a la vez contrarrestar los efectos de la incertidumbre en el modelo. En
otro contexto, los autores en [5.15] describen el diseño de un observador de estados basado en
redes neuronales artificiales para el aprendizaje en línea de la dinámica del quadrotor mientras
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realiza un seguimiento de trayectorias, donde los efectos aerodinámicos se consideran como
disturbios. En ese mismo contexto, los autores en [5.16] presentan un controlador basado en
el modelo interno (Internal Model Control, IMC) para contrarrestar los efectos inducidos al
cuerpo de un quadcopter cuando este se somete a una ráfaga de viento. Mientras tanto, el uso
de la estrategia propuesta ofrece un desempeño aceptable para el seguimiento de trayectorias,
así como estabilidad del sistema a lazo cerrado, ya que se utiliza un modelo de referencia
para el error de seguimiento.

Existen algunas limitantes por parte de los controladores descritos para el rechazo efectivo
de posibles perturbaciones agrupadas e incertidumbre de los parámetros durante el vuelo
del quadrotor. Por ejemplo, algunos dependen de una descripción altamente precisa de la
dinámica del sistema o tienen una estructura compleja, es decir, requieren mediciones de
algunas variables de interés difíciles de medir o que no están disponibles. Por lo tanto, una
excelente alternativa para preservar la robustez y la simplicidad en el diseño, es el uso de la
novedosa metodología del control por rechazo activo de perturbaciones (Active Disturbance
Rejection Control, ADRC). La metodología ADRC fue propuesta por primera vez por el
profesor Han y sus colaboradores en [5.17, 5.18]. Este esquema de control presenta efectividad
y robustez para el rechazo activo de perturbaciones en una amplia gama de aplicaciones de
la ingeniería, que involucran diversos sistemas de una entrada - una salida (Single Input -
Single Output, SISO) y múltiples entradas - múltiples salidas (Multiple Input - Multiple
Output, MIMO), entre los cuales destacan los convertidores de potencia [5.19], controladores
de motores eléctricos [5.20], sistemas mecánicos [5.21], entre otros.

Se han reportado algunas propuestas en las que se utilizan esquemas basados en el ADRC
para el control de movimiento robusto del quadrotor. En [5.22], se implementa una versión
lineal del control basado en el rechazo activo de perturbaciones (Linear Active Disturbance
Rejection Control, LADRC), donde se emplea un observador extendido de estados del tipo
lineal (Linear Extended State Observer, LESO) para la estimación de las perturbaciones
agrupadas (lumped), mientras que un controlador PD se encarga de compensar y controlar
la perturbación estimada y la dinámica a lazo cerrado, respectivamente. Los resultados de
simulación confirman un desempeño adecuado por parte del controlador en parámetros co-
mo el máximo impulso, y tiempos de elevación y asentamiento, sin embargo, en el análisis
solamente se consideran perturbaciones de baja amplitud y frecuencia.

De manera similar, los autores en [5.23] presentan una versión LADRC para el control
del cuatri-rotor, con la diferencia que se utiliza un controlador por modos deslizantes en
lugar del controlador PD. También, en el estudio se llevan a cabo diversas simulaciones
donde se inyectan ligeras perturbaciones que afectan el movimiento vertical y rotacional, con
la intención de mostrar la efectividad de su propuesta. Por su parte, en [5.24] a pesar de
que el control ADRC es capaz de rechazar la perturbación total, donde también se incluye la
incertidumbre del modelo, los autores utilizan la información disponible sobre la dinámica del
helicóptero como una entrada en el esquema de control para mejorar la estimación. Mientras
tanto, en [5.25] se presenta una versión modificada del ADRC para la estabilización del
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quadrotor, donde se utiliza un observador extendido de estados (Extended State Observer,
ESO), como se hace en la versión original, para compensar los retrasos de las entradas y
filtrar mediciones de la variables de interés contaminadas con ruido.

Recientemente, se ha documentado en la literatura el uso de nuevos diseños de esquemas
ADRCmejorados. Los investigadores en [5.26] proponen un esquema de alta ganancia llamada
control robusto integral del signo del error (Robust Integral Signum Error, RISE) y una
compensación de perturbaciones para la trayectoria de seguimiento de un quadrotor. Aquí,
las mediciones de velocidad son innecesarias, sin embargo, se requiere el uso de un ESO de
tercer orden para lograr un seguimiento adecuado.

5.3. Modelo dinámico del helicóptero de cuatro rotores

Como se menciona en el Capítulo 2, el quadrotor es un sistema dinámico subactuado del
tipo MIMO, con seis grados de libertad y solo cuatro entradas de control. Su comportamiento
dinámico se rige por un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales fuertemente acopla-
das. El diseño del quadrotor se realiza de tal manera se tenga una estructura mecánica de
cuerpo rígido, con el fin de obtener un modelo matemático simplificado, que a su vez permita
describir su posición y orientación mediante dos marcos de referencia [5.28, 5.29]; el primer
sistema de referencia inercial con ejes X, Y y Z está unido a la tierra y el segundo con los
ejes X ′, Y ′ y Z ′ se encuentra adherido al centro de masas del quadrotor.

En esta sección se utiliza la representación obtenida mediante las ecuaciones de movimi-
ento de Lagrange y las ecuaciones de Euler para el movimiento angular, donde se considera
el vector de coordenadas generalizadas q = [x, y, z, ψ, θ, φ]T ∈ R6, y está dada por

mẍ = −u sin θ + ξx

mÿ = u cos θ sinφ+ ξy

mz̈ = u cos θ cosφ−mg + ξz (5.1)

donde, ξx, ξy y ξz son las perturbaciones exógenas que afectan la dinámica de la traslación.
Por su parte, la dinámica rotacional está definida por

Jη̈ = τη −C(η̇, η)η̇ + ξη (5.2)

para η = [ψ, θ, φ]T ; ξη = [ξψ, ξθ, ξφ]T representa el vector de perturbaciones de torque pro-
ducido principalmente por vientos cruzados que afectan la dinámica angular del quadrotor.

Por otro lado, τη es el vector que contiene los torques que actúan como entradas reales
de control, y que se regulan mediante los controladores propuestos. Las matrices de inercias
J y de Coriolis C(η̇, η) se describen de manera extensa en [5.29]. Considerando todos los
términos altamente acoplados y no lineales en (5.2), se decide utilizar las siguientes entradas
de control de aceleración transformadas, con el fin de simplificar el diseño y presentación de



Capítulo 5. Control robusto para el rechazo de perturbaciones en un vehículo aéreo 108

resultados,

η̈ = τ̃η + ξη (5.3)

donde la relación entre las entradas transformadas y reales de control está dada por

τ̃η = J−1 [τη −C(η̇, η)η̇] (5.4)

o de manera simplificada,

τη = Jτ̃η +C(η̇, η)η̇ (5.5)

Con el propósito de evaluar la eficiencia y robustez del esquema de control propuesto, se in-
troduce un par de escenarios de simulación donde el helicóptero está sujeto a incertidumbres
y perturbaciones externas mientras ejecuta tareas de regulación y seguimiento de trayecto-
rias. Dentro del marco de simulación se consideran dos modelos diferentes de perturbaciones
externas desconocidas y variantes en el tiempo, que se presentan en [5.7] y [5.30], respectiva-
mente. Aquí, se incluyen efectos aerodinámicos y de arrastre, fuerzas y momentos inducidos
por el viento y el amortiguamiento viscoso.

5.4. Control robusto para el movimiento planificado
El ADRC está estructurado principalmente en función del error de seguimiento, esto

significa que el controlador se basa en la evolución tanto de la entrada como de la salida, en
lugar de usar algún modelo detallado de la dinámica del sistema. Posteriormente, se utiliza un
observador de estado extendido (ESO) para estimar la perturbación total y luego rechazarla
de manera eficiente mediante la acción de control. En nuestro enfoque, se utiliza el error de
seguimiento de manera similar a como se hace en un esquema de control PID, sin embargo,
el uso de un observador para estimar la perturbación total es innecesario, debido a que se
utiliza una compensación integral que permite rechazarla activamente.

En la Figura 5.1 se muestra el esquema principal de control. Aquí, se observa que debido
a la naturaleza subactuada del quadrotor, se utiliza un par de controladores auxiliares para
la adecuada regulación de la dinámica no lineal, y de esta manera asegurar un seguimiento
robusto de las trayectorias planificadas en las direcciones X y Y .

El esquema de control propuesto utiliza la información de los errores de seguimiento,
que están definidos por la diferencia entre los valores reales y las trayectorias de referencia
planificadas en un mismo instante, dados por

eγ = γ − γ∗ (5.6)

para γ = x, y, z, ψ, θ, φ. Las posiciones deseadas para la regulación y el seguimiento de tra-
yectorias de la dinámica totalmente actuada están dadas por z∗, ψ∗, θ∗ y φ∗. Observe que, las
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referencias angulares θ∗ y φ∗ se calculan en línea al resolver la expresión (5.7) (que se deduce
del conjunto de ecuaciones (5.1)), que está embebida en el bloque ADRC, como se aprecia
en el esquema de la Figura 5.1.

θ∗ = sin−1

(
−1

u
mvx

)
φ∗ = sin−1

(
1

u cos θ
mvy

)
(5.7)

Figura 5.1: Esquema principal de control.

Con fines de diseño y simplicidad en la representación, considere la dinámica subactuada
del quadrotor dada por (5.1) y (5.2), como un sistema perturbado de segundo orden expresado
en función del error de seguimiento, como se observa en la siguiente expresión

ëγ = vγ + ξγ (t) (5.8)

aquí, ξγ (t) es una función de perturbación analítica desconocida, que se puede aproximar
localmente en un pequeño intervalo de tiempo [5.31], y sin pérdida de generalidad, como un
polinomio truncado de Taylor de primer orden dado por

ξγ (t) = p0 + p1t (5.9)
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mientras que vγ es un controlador diseñado para que el error de seguimiento converja a cero,
mientras que los efectos de las perturbaciones externas y la incertidumbre en el modelo son
atenuados eficientemente. Por lo tanto, si se integran ambos lados de la expresión (5.8) con
respecto del tiempo, y se utiliza el siguiente reconstructor integral para la velocidad [5.27]

̂̇eγ =

∫ t

0

vγ dt (5.10)

se tiene que la relación entre la derivada del error real y la reconstruida está dada por la
siguiente ecuación

ėγ = ̂̇eγ + p0t+
p1

2
t2 + ė0γ (5.11)

De esta manera, se proponen seis controladores auxiliares para la regulación de la dinámica
rotacional y traslacional del helicóptero, como se observa a continuación

vγ = −β4,γ
̂̇eγ − β3,γeγ − β2,γ

∫ t

0

eγ (τ) dτ − β1,γ

∫ t

0

∫ τ

0

eγ (ρ) dρ dτ

−β0,γ

∫ t

0

∫ τ

0

∫ ρ

0

eγ (σ) dσ dρ dτ (5.12)

Nótese que la compensación integral se utiliza tanto en los controladores virtuales como en los
reales, donde las integrales iteradas de los errores de seguimiento se emplean para el rechazo
de perturbaciones polinomiales y errores en la estimación de la velocidad. Además, cuando
el cuatri-rotor opera en ambientes donde se requiere un orden más alto del polinomio para
aproximar las perturbaciones de manera adecuada, la compensación integral se puede ajustar
de manera sencilla en el diseño del controlador.

Los controladores no lineales robustos propuestos en (5.12) tienen la siguiente estructura:

vγ = −β4,γ
̂̇eγ − β3,γeγ − β2,γδ1 − β1,γδ2 − β0,γδ3 (5.13)

con δ̇1 = eγ, δ̇2 = δ1 y δ̇3 = δ2. Por consiguiente, si se considera cada uno de los controladores
auxiliares y la expresión polinomial para la perturbación total, la dinámica del error de
seguimiento esta definida por la siguiente ecuación diferencial

e(5)
γ + β4,γe

(4)
γ + β3,γe

(3)
γ + β2,γ ëγ + β1,γ ėγ + β0,γeγ = 0 (5.14)

Por lo tanto, el polinomio característico a lazo cerrado está dado por

P (s) = s5 + β4s
4 + β3s

3 + β2s
2 + β1s+ β0 (5.15)

donde las ganancias de control β4,γ, β3,γ, β2,γ, β1,γ y β0,γ deben seleccionarse de manera ade-
cuada para asegurar estabilidad del sistema a lazo cerrado. Por ejemplo, se pueden seleccionar
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los coeficientes de tal manera que el polinomio deseado sea un polinomio característico de
Hurwitz (estable), como el siguiente

Pd (s) = (s2 + 2ζωns+ ω2
n)2(s+ pc) (5.16)

donde ωn, ζ, pc > 0, son los parámetros de ajuste del controlador para el seguimiento adecuado
de la trayectoria planificada.

De esta manera se logra el seguimiento de las trayectorias planificadas:

ĺım
t→∞

eγ = 0 ⇒ ĺım
t→∞

γ = γ∗ (5.17)

Nótese de (5.2) que

η̈ = J−1 [τη −C(η̇, η)η̇] + J−1ξη (5.18)

El vector de control de torque se puede proponer de la siguiente manera

τη = Jvη + C(η̇, η)η̇ + Jη̈∗ (5.19)

donde vη = [vψ vθ vφ]ᵀ. Entonces, sustituyendo (5.19) en (5.2) se tiene que

η̈ = η̈∗ + vη + J−1ξη

ëη = vη + J−1ξη (5.20)

y considerando el vector de perturbaciones como J−1ξη = dη se obtiene

ëη = vη + dη (5.21)

que tiene la estructura presentada en (5.8). Por lo tanto, las entradas de control para el
seguimiento de trayectorias y el rechazo activo de perturbaciones se proponen como sigue

u =
1

cosφ cos θ
(mvz +mg)

τψ = kψvψ

τθ = kθvθ

τφ = kφvφ (5.22)

con

kψ = Iz cos2 θ cos2 φ+ Iy cos2 θ sin2 φ+ Ix sin2 θ

kθ = Iy cos2 φ+ Iz sin2

kφ = Ix (5.23)
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5.5. Resultados de simulación
Se presentan algunos resultados de simulación por computadora que muestran el desempe-

ño del helicóptero bajo el mando de los controladores de movimiento propuestos, para tareas
de seguimiento eficientes de trayectorias de referencia. Los experimentos se llevan a cabo
para un quadrotor ligeramente amortiguado con los siguientes parámetros: m = 1.016 kg, l
= 0.225 m, Ix= 0.012450 kg m2, Iy = 0.013303 kg m2, Iz=0.024752 kg m2. Las trayectorias
de referencia para las direcciones X, Y y Z son las siguientes

x∗ = 2 sin (t/2) cos (t/4)

y∗ = 2 sin (t/2) sin (t/4)

z∗ = t/4 (5.24)

Además, para verificar la robustez del controlador, el cuatri-rotor debe ejecutar las tareas
de seguimiento de trayectorias planificadas en presencia de perturbaciones externas comple-
tamente desconocidas. Para esto, se consideran los modelos de perturbaciones introducidos
en [5.7] y [5.30], respectivamente. Adicionalmente, para probar la robustez del esquema de
control propuesto, las ganancias de control fueron seleccionadas mediante: kψ = Iz, kθ = Iy y
kφ = Ix. En el siguiente esquema de simulación se resumen las características de las pertur-
baciones exógenas inyectadas, las cuales corresponden a las ecuaciones (5.25), (5.27) y (5.28):

Caso de estudio 1: los autores en [5.7] integran a su análisis los efectos del viento co-
mo fuerzas inducidas que perturban el movimiento planificado del quadrotor en el plano
Cartesiano, lo que puede resumirse de la siguiente manera

di (t) =



0, 0 ≤ t ≤ 15

0.8 sin
[
π(t−30)

31

]
+ 0.4 sin

[
π(t−30)

7

]
+0.08 sin

[
π(t−30)

2

]
+ 0.056 sin

[
π(t−30)

11

]
,

15 ≤ t ≤ 45

0, 45 ≤ t ≤ 65

0.8 sin
[
π(t−30)

31

]
+ 0.4 sin

[
π(t−30)

7

]
+0.08 sin

[
π(t−30)

2

]
+ 0.056 sin

[
π(t−30)

11

]
,

65 ≤ t ≤ 85

0, t > 85

(5.25)

De este modo, las perturbaciones externas presentada en (5.1) están dadas por

ξi = mdi(t) (5.26)

para i = x, y, z. Mientras tanto, las perturbaciones de torque en (5.2) son los siguientes

ξη = J [sin (t) + 0.2 sin (100πt)] (5.27)
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Caso de estudio 2: en [5.30] los disturbios que afectan al vehículo durante el vuelo se
describen mediante un modelo de la velocidad del viento, debido a que afecta de manera
directa el movimiento de traslación del helicóptero, el cual puede sintetizarse como

ξx = −w1 sin θ

ξy = w1 sin θ sinφ

ξz = w1 cos θ cosφ (5.28)

donde w1 representa las perturbaciones generadas por el viento, donde se incluyen las com-
ponentes de las fuerzas verticales inducidas que afectan las fuerzas producidas por la rotación
de cada uno de los rotores. De esta manera, las fuerzas inducidas se relacionan con el modelo
del viento mediante w1 = Vw(t), y Vw(t) = Vwg(t) + Vwt(t), considerando

Vwg (t) =


0, t < Tsg

Ag − Ag cos
(

2π t−Tsg
Teg−Tsg

)
Tsg ≤ t ≤ Teg

0, Teg < t

(5.29)

aquí, Vw(t) es la expresión para la velocidad del viento, que está compuesta en este estudio
como la suma de una componente de ráfaga Vwg y un término de turbulencia Vwt. Por su parte,
Ag es la amplitud de la ráfaga, Tsg es el tiempo de inicio, y Teg es el instante cuando se detiene.
Los valores que se utilizan en el estudio son los siguientes: Ag = 1 m/s, Tsg = 30s y Teg = 65s.
Mientras tanto, para la componente de turbulencia Vwt se ha utilizado una banda limitada
de ruido blanco. Por su parte, el viento cruzado que afecta los desplazamientos rotacionales
está dado por: ξη = [w4w3w2]ᵀ, donde w2 = 0.75w1; w3 = 0.25w1 y w4 = 0.15w1, [5.30].

En la Figura 5.2 se presentan los perfiles de las perturbaciones para cada caso de estudio.
Nótese las diferencias en las expresiones de cada una de las representaciones.
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0 20 40 60 80
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(b) (5.29), caso 2.
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Figura 5.2: Perfiles de las perturbaciones consideradas en el estudio.
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En las Figuras 5.3 y 5.4 se presenta el seguimiento (línea continua) de las trayectorias de
referencia planificadas (línea discontinua) para el desplazamiento en las direcciones X, Y y
Z.
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Figura 5.3: Seguimiento de trayectorias de referencia en las direcciones Y y X.

En las respuestas presentadas, se puede apreciar que a pesar de las características de las
perturbaciones inyectadas al sistema, se produce solamente una ligera desviación respecto a
los perfiles de referencia preestablecidos, por lo que se concluye que el esquema de control
propuesto permite un seguimiento adecuado, mientras se provee de robustez a lazo cerrado
contra perturbaciones externas desconocidas. Por otro lado, de la Figura 5.5 se puede confir-
mar que el quadrotor sigue adecuadamente la ruta planificada X-Y incluso en presencia de
los disturbios. Además, debido a las características del diseño del controlador, la dinámica
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del error a lazo cerrado presenta un comportamiento asintóticamente estable.
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Figura 5.4: Seguimiento de trayectorias de referencia en la dirección Z.
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Figura 5.5: Ruta descrita en el plano X − Y debido al movimiento del helicóptero.

De manera similar, en las Figuras 5.6a y 5.6b se presenta la ruta seguida por el vehícu-
lo en las direcciones X-Y -Z, considerando las referencias planificadas para el movimiento.
Téngase en cuenta que el término seguimiento de trayectoria se refiere al seguimiento de un
perfil establecido respecto del tiempo. En contraste, el seguimiento de ruta hace referencia al
desplazamiento desde una perspectiva geométrica.
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Figura 5.6: Seguimiento de la ruta planificada para el movimiento controlado del quadrotor,
caso 1.

Para fines de claridad en la representación de resultados, solo se muestran los resultados
obtenidos en el caso 1, ya que el esquema de control robusto propuesto permite obtener
resultados similares en ambos estudios, a pesar de que las perturbaciones inyectadas presentan
características diferentes.

El seguimiento de las trayectorias angulares se puede apreciar en la Figura 5.7. Aquí, las
referencias θ∗ y φ∗ se calculan en línea de acuerdo con (5.7) para regular adecuadamente los
desplazamientos en las direcciones Y y X. En ambos casos, el seguimiento de las referencias
calculadas se logra debido a la estructura robusta del esquema de control, donde la etapa de
control virtual depende de la regulación de estas variables para garantizar estabilidad y el
seguimiento de las trayectorias deseadas.

Por su parte, las entradas de control calculadas sutilmente en línea y que permiten regular
de manera eficiente el movimiento perturbado del quadrotor se observan en las Figuras 5.8
y 5.9. Nótese que el esquema de control propuesto le permite al vehículo realizar un segui-
miento aceptable de las trayectorias sin importar que se tiene información limitada sobre su
comportamiento dinámico. Asimismo, la naturaleza del controlador permite aproximar de
manera apropiada las variables de interés que no están disponibles, en este caso las veloci-
dades. Además, es posible observar como las entradas de control contrarrestan los efectos
inducidos por las perturbaciones introducidas en las expresiones (5.27) y (5.28), mientra que
estas no saturan a los actuadores, ya que son considerablemente pequeñas y suaves, lo que
representa un ahorro importante de energía cuando el helicóptero esta ejecutando alguna
tarea predeterminada.
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Figura 5.7: Seguimiento de las trayectorias angulares planificadas.
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(a) Fuerza principal u.
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(b) Momento de yaw τψ.
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Figura 5.8: Señales de entrada de control inyectadas para contrarrestar los efectos de las
perturbaciones, caso 2.

Cabe resaltar que la reconstrucción de variables puede utilizarse como un mecanismo de
filtrado cuando se tengan disponibles las mediciones de velocidad, por ejemplo, la velocidad
angular medida por un giroscopio que está contaminada con ruido.

Finalmente, la referencia para la trayectoria angular ψ∗ está definida como sigue

ψ? =


ψi 0 ≤ t < T1

ψi + (ψf − ψi)Bz(t, T1, T2) T1 ≤ t ≤ T2

ψf t > T2

(5.30)

donde ψi = 0 rad, ψf = 0.5 rad, T1 = 0 s, T2 = 5 s, y Bz(t, T1, T2) es un polinomio de
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interpolación de Bézier dado por

Bz(t, T1, T2) =
t− T1

T2 − T1

[
r1 − r2

(
t− T1

T2 − T1

)
+ r3

(
t− T1

T2 − T1

)2

− . . .+ r6

(
t− T1

T2 − T1

)5
]
(5.31)

con constantes r1 = 252, r2 = 1050, r3 = 1800, r4 = 1575, r5 = 700, r6 = 126.
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Figura 5.9: Señales de control inyectadas para contrarrestar los efectos de las perturbaciones,
caso 2.
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De esta manera, se destacan las siguientes características del esquema de control propues-
to: no se requiere información detallada del modelo dinámico del sistema ni de las perturba-
ciones, no se necesita un observador para la estimación de la perturbación total, solamente se
requiere información sobre la posición del quadrotor, no se utilizan funciones discontinuas pa-
ra la acción de control, evitando de está manera oscilaciones de alta frecuencia en las señales
de control.

5.6. Conclusiones
En esta sección se propuso un esquema novedoso basado en las ideas centrales del con-

trol por rechazo activo de perturbaciones para el control del vuelo estable de un quadrotor.
Diversas simulaciones numéricas se realizan para dos casos de estudio, con el fin de probar
y destacar las cualidades del esquema de control propuesto. Se presentan dos controlado-
res virtuales para solucionar el problema de subactuación, y en consecuencia, realizar un
seguimiento adecuado de las trayectorias planificadas. Así también, se determina que no es
necesario el uso de algún mecanismo de observación de las perturbaciones, debido a que
la compensación integral sugerida es capaz de rechazar de manera activa la mayoría de los
disturbios en tiempo real. Es importante resaltar que el esquema de control solo requiere
información sobre la posición del vehículo para realizar el seguimiento, ya que no se requiere
una detallada descripción del modelo matemático. Tómese en cuenta que a pesar de que el
esquema propuesto fue evaluado en este estudio para tareas de regulación y seguimiento de
trayectorias de un helicóptero de cuatro rotores sujeto a perturbaciones exógenas e incerti-
dumbre en el modelo, los resultados exhiben que está propuesta representa una alternativa
para controlar satisfactoriamente diversos sistemas no lineales perturbados.
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Capítulo 6

Rechazo de perturbaciones mediante
observadores

En este capítulo se introduce un esquema de control basado en un observador extendido
de estados generalizado (Generalized Extend State Observer, GESO) para el rechazo activo
de perturbaciones en un FW-UAV. El controlador se diseña para un punto de operación
dentro de un dominio de vuelo (a cierta altitud, velocidad y masa del vehículo, Figura 6.1. El
punto de operación resaltado con color rojo, corresponde a una condición de vuelo de masa
igual a 63 kg, velocidad de 30m/s y una altura de 2100m), donde el modelo del vehículo
puede linealizarse. El diseño de un controlador para un punto de operación en particular es
de gran relevancia, debido a que se diseña un esquema de control basado en la estrategia de
programación de ganancias, que utiliza una familia de algoritmos lineales para controlar el
sistema no lineal a lo largo de una trayectoria. Para verificar las características de robustez
del controlador propuesto, se evalúan diversos casos de estudio para un punto de operación
en particular.
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Figura 6.1: Dominio o espacio de vuelo.
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Cabe mencionar que los resultados que aquí se presentan fueron obtenidos durante una
estancia de investigación en el laboratorio de investigación en controles activos, aviónica y
aero-servoelasticidad (Laboratoire de Recherche en Commande Active, Avionique et aéroser-
voélasticité, LARCASE) en la Escuela Tecnológica Superior (École de Technologie Supérieure,
ETS), en la ciudad de Montreal, Quebec, Canadá.

6.1. Introducción

Existen principalmente dos tipos de estos vehículos: de ala fija (FW-UAV) y de ala gi-
ratoria (RW-UAV), cada uno de los cuales presenta diversas configuraciones, características,
ventajas e inconvenientes. En general, los FW-UAV vuelan en el espacio tridimensional me-
diante la acción de sus superficies de control: el alerón, el timón y el elevador, principalmente.
Estos vehículos están diseñados para cambiar y controlar los momentos sobre los ejes de ba-
lanceo, cabeceo y guiñada. El sistema de control de este tipo de aeronaves se divide en dos
partes: control longitudinal y lateral. El control de cabeceo o pitch es un problema longitudi-
nal, donde el elevador funciona como la entrada de control principal. El modelo dinámico para
un aeronave de ala fija está disponible en diversos textos [6.1–6.3], donde se proporciona una
descripción detallada de los modelos lineal y no lineal. El movimiento del vehículo durante
el vuelo está sujeto a fuerzas y momentos aerodinámicos y de propulsión, por lo tanto, se
utiliza un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales altamente acopladas para describir
el comportamiento dinámico del vehículo. Cuando se diseña un sistema de control para un
FW-UAV, comúnmente se representa el dominio de vuelo mediante una cuadrícula de puntos
operativos con determinada altitud y velocidad, y luego se realiza una linealización de las
ecuaciones de estado no lineales en los puntos de equilibrio (denominados trim points) [6.4].

Existe una amplia gama de condiciones de vuelo para cada vehículo en particular, donde
las fuerzas aerodinámicas y los momentos se aproximan adecuadamente como funciones li-
neales de las variables de estado. Mientras que el vehículo se encuentra volando, está sujeto
a varios tipos de perturbaciones externas e internas, por ejemplo, turbulencia del viento,
cizalladura del viento, ráfaga de viento, incertidumbres paramétricas, etc. Por esta razón, se
requiere del diseño de esquemas de control lineales y no lineales para asegurar un correc-
to funcionamiento del vehículo. En la literatura, se encuentran diversos enfoques de control
tanto para aviones convencionales como para FW-UAV, donde destacan el control mediante
programación de ganancias o gain scheduling, modos deslizantes, controladores convenciona-
les adaptativos, observadores de estados, H∞, regulador cuadrático lineal (Linear Quadratic
Regulator, LQR), observadores extendidos de estados (Extended State Observer, ESO), entre
otros, [6.5–6.11].

En este capítulo se propone un esquema de control basado en un observador GESO pa-
ra el control de la dinámica longitudinal de un FW-UAV. El esquema permite utilizar las
señales estimadas por el observador como señales de retroalimentación, mientras que se recha-
zan activamente las perturbaciones mediante su estimación y la ganancia de perturbación.
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A diferencia de otras propuestas en la literatura, el esquema aprovecha las cualidades del
observador para rechazar perturbaciones en los diferentes canales de la representación ma-
temática del sistema (condición de matching). De la misma manera, se utilizan técnicas de
inteligencia artificial para el cálculo de los pesos de las matrices de control y estados, que
son utilizadas por el controlador LQR principal. El esquema propuesto forma parte de un
modelo de simulación donde se controla a un UAS mediante una metodología de control gain
scheduling, para un dominio de vuelo definido por valores de variables físicas determinadas
experimentalmente. Se presentan tres casos de estudios para realizar diversas simulaciones
numéricas, con el fin de evaluar el rendimiento del sistema en cada situación. Finalmente, se
mencionan algunas conclusiones sobre la solución propuesta.

6.2. Modelo dinámico del FW-UAV
En este trabajo se utilizan las ecuaciones de movimiento linealizadas considerando peque-

ñas perturbaciones [6.1, 6.2] sobre una condición de vuelo en equilibrio, donde los vectores
de velocidad y gravedad se encuentran en el plano de simetría del vehículo. Para la dinámica
longitudinal, el vector de variables de estado está dado por

x =
[
u w q θ

]T (6.1)

donde u, w, q y θ, son la velocidad axial (componente de la velocidad en el eje de balanceo o
roll), velocidad vertical (componente de la velocidad en el del eje de guiñada o yaw), velocidad
y ángulo de inclinación o cabeceo, respectivamente. Por su parte, el vector de control está
definido como

δ =
[
δe δT

]T (6.2)

donde δe y δT son las variables de control del elevador y empuje o acelerador. Entonces,
utilizando la teoría de pequeñas perturbaciones, se deduce una aproximación de la dinámica
longitudinal lineal, donde la representación en el espacio de estados está definida por las
siguientes matrices

A =


Xu Xw 0 −g0 cos Θ
Zu Zw u0 −g0 sin Θ

Mu +MẇZu Mw +MẇZw Mq + u0Mẇ 0
0 0 1 0

 (6.3)

B =


Xδe XδT

Zδe ZδT
Mδe +MẇZδe MδT +MẇZδT

0 0

 (6.4)

aquí, los elementos de la matriz de estados dependen de las derivadas dimensionales y de
los coeficientes aerodinámicos adimensionales, [6.1, 6.2]. Por lo tanto, se puede expresar el
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modelo dinámico longitudinal mediante un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden, que está dado por

ẋ = Ax + Bδ (6.5)

lo cual simplifica el análisis y diseño de un esquema de control de vuelo. En este estudio
se diseña un controlador lineal para el Ehécatl UAS-S4 de Hidra Technologies que se
observa en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Ehécatl UAS-S4.

El modelo linealizado del UAS-S4 para la condición de vuelo definida por una velocidad:
41.3040m/s, altitud: 6, 097.6m y masa: 53.11 kg, está dada respectivamente por las siguientes
matrices de estado, salida y control:

A =


−0.0726 0.2346 −0.9547 −9.7830
−0.3729 −4.5992 43.3325 −0.2240
−0.1308 −1.3599 0.4664 −0.0118

0 0 1 0

 (6.6)

B =


−0.0133
0.0631
−0.1525

0

 ,C =
[

0 0 0 1
]

(6.7)

La entrada de control del elevador está definido entre el rango de −40◦ ≥ δe ≤ 40◦. Los
valores numéricos de los parámetros en las ecuaciones (6.3) y (6.4) se extrajeron del trabajo
presentado en [6.12].

6.3. Control basado en GESO
Uno de los principales problemas para los sistemas de control de vuelo se debe a la combi-

nación de dinámicas no lineales, incertidumbres de modelado y variación de parámetros a la
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hora de caracterizar la aeronave y su entorno operativo [6.6]. Es importante mencionar que
muchas de las incertidumbres en los sistemas de control no pueden medirse en tiempo real,
por lo tanto, el uso de mecanismos de estimación de perturbaciones es particularmente impor-
tante, ya que las variables estimadas se utilizan por lo general en el diseño de controladores
para compensar los efectos de dichas perturbaciones. En la literatura se proponen diver-
sos mecanismos de estimación [6.13–6.15], entre los que destacan el observador de entrada
desconocido (Unknown Input Observer, UIO), el observador de perturbaciones (Disturbance
Observer, DO), la entrada de perturbación equivalente (Equivalent Input Disturbance, EID)
y el observador extendido de estados (Extended State Observer, ESO), donde la mayoría
de ellos se basan en información de la planta, sin embargo, para el diseño del ESO solo se
requiere conocer el orden del sistema o la planta. El control basado en el rechazo activo de
perturbaciones (Active Disturbance Rejection Control, ADRC), propuesto por el profesor
Han en [6.16] como una alternativa robusta para el control PID, es el primer control basado
en el uso de un ESO. Se han reportado resultados interesantes en la literatura respecto al
uso del ADRC, no obstante, una de las consideraciones que deben de tenerse en cuenta, es
que para el diseño de un controlador de este tipo se requiere que la representación general
del sistema se encuentre en forma de cadena de integradores, es decir en forma canónica
controlable: por ejemplo, como suelen expresarse los sistemas de control de movimiento en
mecánica. Sin embargo, en algunos casos la obtención de una representación del sistema en
forma de cadena de integradores no es posible, o se requiere realizar alguna transformación
de la representación del sistema, lo que no siempre es una tarea sencilla. Además, en el di-
seño de un ESO convencional, se supone que las incertidumbres y perturbaciones actúan a
través del mismo canal que la entrada de control [6.17], lo que se conoce como condición
de matching [6.17]. Para resolver este problema, los autores en [6.18] proponen un esquema
de observación de estados extendida generalizada como una solución para este problema, el
cual permite estimar las perturbaciones agrupadas (lumped) en sistemas dinámicos que no se
encuentran representados en cadena de integradores.

El GESO-BC se ha utilizado con éxito para el control de diversos sistemas no lineales y
lineales, como en el guiado de misiles [6.19], en sistemas de levitación magnética [6.18], en el
péndulo tipo carro [6.20], para el control de movimiento de un RW-UAV [6.21], en un robot
móvil con ruedas [6.22], y buques marinos [6.23]. En este trabajo, se propone un GESO-BC
para el control de movimiento de cabeceo del Ehécatl UAS-S4, ya que este tipo de vehículos
se ve afectado por perturbaciones causadas por dinámicas no modeladas, incertidumbres
paramétricas y el viento.

Para el diseño del esquema de control, el sistema descrito por (6.6) y (6.7) se tiene que
aumentar, esto con el fin de diseñar un mecanismo de seguimiento, por lo tanto se tiene el
siguiente sistema aumentado

ẋa = Aaxa + Baδe + Gr (6.8)
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o en su forma desarrollada[
ẋ

ξ̇

]
=

[
A 0n×1

−C 0

] [
x
ξ

]
+

[
B
0

]
δe +

[
0n×1

1

]
r (6.9)

donde r es la referencia que debe seguir la trayectoria de la variable controlada, y n = 4. Por
lo tanto, se desea que la salida del sistema, el ángulo de inclinación θ, siga la referencia en
estado estacionario, es decir tal que y(∞) = r, entonces se tiene[

ẋ (∞)

ξ̇ (∞)

]
=

[
A 0n×1

−C 0

] [
x (∞)
ξ (∞)

]
+

[
B
0

]
δe (∞) +

[
0n×1

1

]
r (∞) (6.10)

mediante la sustracción de (6.10) y (6.9), se obtiene la siguiente expresión[
ẋ− ẋ (∞)

ξ̇ − ξ̇ (∞)

]
=

[
A 0n×1

−C 0

] [
x (∞)− x
ξ (∞)− ξ

]
+

[
B
0

]
[δe − δe (∞)] (6.11)

que se expresa en términos del error del sistema como[
ẋe
ξ̇e

]
=

[
A 0n×1

−C 0

] [
xe
ξ̇e

]
+

[
B
0

]
δee (6.12)

Debido a que r(∞) = r, el término de la referencia puede ser omitido en el análisis, lo que
permite establecer que

δee = −Kxx + kIξ (6.13)

Nótese que en (6.12), δee no es la misma expresión que se utiliza para representar la entrada
de control del elevador (6.2). Entonces, se puede expresar como

ė = Aae + Baδee (6.14)

y la dinámica a lazo cerrado se determina al sustituir δee de (6.13) en (6.14),

ė = (Aa −BaKxa) e (6.15)

Con el fin de asegurar estabilidad a lazo cerrado, se utiliza la teoría LQR para encontrar el
valor óptimo de Kxa = [Kx − kI ], done la función objetivo está dada por

J =
1

2

∫ ∞
0

(
eTQe + δTeeRδee

)
dt (6.16)

La ecuación de Ricatti descrita por (6.17) se resuelve mediante la función care de Matlab®.
Por su parte, los valores de las matrices de pesos se calculan mediante un algoritmo PSO.

AaP + PAa + Q−PBaR
−1BT

aP =0 (6.17)
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En la siguiente sección se utiliza el esquema presentado para resolver tareas de regulación y
seguimiento de trayectorias del UAS-S4. El análisis y diseño se realizaron sin considerar el
término de las perturbaciones, lo que no garantiza un rendimiento adecuado en su presencia.
Por lo tanto, en un segundo caso de estudio, se propone un esquema de control GESO mientras
para la atenuación y robustez de las perturbaciones, mientras que el controlador diseñado
para el primer caso de estudio se utiliza como controlador principal, el cual se utiliza para el
diseño de la ley de control más una factor de compensación proporcionada por el observador
GESO. Siguiendo el procedimiento de diseño que se realiza en para un ESO clásico, el vector
de estados de la planta se aumenta, definiendo la perturbación total o agrupada como un
estado adicional. Por consiguiente, se reescribe el sistema dado en (6.8) de la siguiente manera

ẋa = Aaxa + Baδe + Gr + bdf(x,w(t), t)

y = Cax (6.18)

lo que permite expresar el espacio de estados extendido como

˙̄x = Āx̄ + b̄uδe + Ḡr + Eh

ym = C̄mx̄

y0 = C0x̄ (6.19)

donde,

Ā =

[
Aa bd
01×5 0

]
, x̄ =

[
xa
xn+1

]

E =

[
05×1

1

]
, b̄u =

[
Ba

0

]

Ḡ =

[
G
0

]
,bd =

 03×1

1
0

 (6.20)

aquí, n = 5 que corresponde al orden del sistema aumentado. Por otro lado, la perturbación
afectando la dinámica longitudinal del vehículo está dada por h = dθ, que es desconocida y
por motivos de análisis se considera acotada. Además, C0 = [Ca 0] es la matriz de salida
controlable, y la matriz de salida observable está dada como sigue

C̄m =

[
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

]
(6.21)

Una de las principales condiciones que se debe cumplir para realizar el diseño, es que el
conjunto de matrices (Aa,Ba) sea controlable, mientras que

(
Ā, C̄m

)
es observable. Entonces,
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el diseño del ESO del sistema en (6.19)

˙̄̂x = Āˆ̄x + b̄uδe + Ḡr − L (ŷm − ym)

ym = C̄mx̄

y0 = C0x̄ (6.22)

donde, L es la matriz de ganancias del observador, y ˆ̄x es la estimación de x̄. En este trabajo
se utiliza la teoría LQR para determinar los valores óptimos de las ganancias del observador
propuesto (lineal del tipo Luenberger). Aquí, las estimaciones del error y de la perturbación
están dados como

ex̄ = ˆ̄x− x̄

ed = d̂− d (6.23)

donde d̂ = xn+1 es la perturbación agrupada, que incluyen tanto perturbaciones endógenas
(que dependen de variables internas como los estados, salidas, entradas de control, dinámica
no modelada y no linealidades) como exógenas (generadas por el medio ambiente o por otros
sistemas). Al sustituir (6.23) y (6.22) en (6.19) se tiene

ė = Aee− Eh (6.24)

con

e =

[
ex̄

ed

]
,Ae = Ā− LC̄m (6.25)

Entonces, al seleccionar la matriz de ganancias del observador L tal que Ae sea una matriz
de Hurtwitz, es decir, estable, se asegura el comportamiento estable del error de observación
para cualquier valor acotado de h [6.18]. Para esto, se utilizan las técnicas de asignación de
polos o LQR, que se encuentran disponibles en Matlab® mediante las funciones place y
care, para determinar el vector o matriz de ganancias del observador,

Ā− LC̄m = Ā− C̄
ᵀ
mLᵀ (6.26)

Tenga en cuenta que el vector de ganancias de control y el vector de ganancias del observador
pueden diseñarse por separado. Por lo tanto, se propone la siguiente ley de control

δe = −Kxaxa +Kdd̂ (6.27)

Cuando algunos estados no son medibles, se puede diseñar la ley de control basada en la
información de los estados estimados, como se observa en la siguiente ecuación

δe = −Kxax̂a +Kdd̂ (6.28)
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donde Kxa es el vector de ganancias de control de retroalimentación y Kd es la ganancia de
perturbación dada por [6.18]

Kd = −
[
C0 (Aa −BaKxa)

−1 Ba

]−1
C0 (Aa −BaKxa)

−1 bd (6.29)

Para obtener información detallada sobre la estabilidad en lazo cerrado del GESO, se sugiere
a los lectores la siguiente literatura [6.18–6.24].

6.4. Resultados de simulación
En esta sección se proponen tres esquemas para el control del movimiento de cabeceo o

pitch del UAS-S4, así también para el rechazo de las perturbaciones durante la fase de vuelo
establecida. En cada caso de estudio se realizan simulaciones numéricas para mostrar las
ventajas de la estimación y el rechazo de las perturbaciones. En primer lugar, se sintoniza un
regulador LQR para resolver el problema de control de inclinación longitudinal. Posterior-
mente, se introduce un controlador integral PSO-LQR, donde se analiza el comportamiento
del sistema respecto al esquema propuesto. Finalmente, en el tercer caso de estudio, se imple-
menta un controlador basado en el uso de un observador extendido de estados generalizado
GESO-BC para estimar la perturbación total, así como una ganancia de perturbación. Am-
bas expresiones se utilizan para diseñar un ley de control compuesta, que también contempla
la acción de control de un regulador PSO-LQR integral (como en el caso de estudio 2) para
las tareas de regulación y seguimiento de la trayectoria. La primera prueba es que la salida
del sistema siga una trayectoria de referencia sin la presencia de perturbaciones, aquí, la
referencia planificada θ∗ = r está dada por

r (t) =


0.2 rad, 0 ≤ t ≤ 25 s
0.1 rad, 25 < t ≤ 50 s
0.3 rad, t > 50 s

(6.30)

Para la segunda prueba, el vehículo tiene que seguir el perfil de referencia descrito por (6.30)
en la presencia de perturbaciones que afectan la dinámica longitudinal. Tenga en cuenta que,
en aras de la simplicidad, se adopta un modelo general para las perturbaciones que afectan
al movimiento de pitch, el cual está dado por

dθ (t) =


0 rad/s, 0 ≤ t ≤ 20 s
3 rad/s, 20 < t ≤ 35 s

6 sin(t) rad/s, t > 35 s
(6.31)

La Figura 6.3 muestra el perfil de la perturbación dada por (6.31). Es importante resaltar
que es prácticamente imposible predecir en su totalidad la perturbación, ya que el vehículo
es linealizado en diversos puntos de operación del volumen de vuelo, donde es probable que
las perturbaciones presenten diferentes comportamientos y características, debido a que son
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dependientes a su vez de las condiciones de vuelo del UAS. Los efectos de las perturbaciones
son diferentes a determinada altura, velocidad y masa del vehículo, que es, aunque de diná-
mica lenta, variante en el tiempo (es una función de la cantidad de combustible que posee el
avión).
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Figura 6.3: Modelo de la perturbación inyectada al sistema durante la simulación.

6.4.1. Caso de estudio 1: controlador LQR

Para fines de análisis, se diseña un controlador LQR para evaluar sus capacidades de
rechazo a las perturbaciones en el control del movimiento de inclinación del UAS-S4. A pesar
de que el esquema LQR es un regulador, se puede lograr que el sistema realice tareas de
seguimiento. En esta sección, se ajusta el controlador LQR por el método de prueba y error,
donde la ley de control y el vector de ganancias de retroalimentación son los siguientes

δe = −Kx +Kθr

Kx =
[

0.7542 7.5016 −319.4248 −316.8812
]

(6.32)
En la Figura 6.5 se observa que el vehículo puede realizar el seguimiento de la trayectoria
planificada para el movimiento de cabeceo mediante las ganancias de control determinadas
por la metodología LQR. Sin embargo, ya que el regulador LQR es una estrategia de control
que requiere información del modelo, cuando el sistema se ve afectado por perturbaciones
este podría no dar los resultados esperados. Nótese que en cada una de las figuras las líneas
discontinuas y continuas son la referencia y el seguimiento de la trayectoria, respectivamente.
Ahora, se supone que la perturbación descrita en (6.31) afecta el movimiento del UAS-
S4, como se observa en los resultados mostrados en la Figura 6.6, donde se aprecia que
la respuesta del sistema se ve afectada de manera significativa por la perturbación. Para
tener una comparación cuantitativa basada en el desempeño del sistema, en cada una de las
situaciones bajo estudio se calcula el índice de desempeño ITAE.
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Figura 6.4: Diagrama de bloques del sistema a lazo cerrado, caso 1.
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(a) Movimiento controlado de cabeceo.
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(b) Entrada de control del elevador.

Figura 6.5: Respuesta del sistema a lazo cerrado, caso 1.
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(b) Entrada de control del elevador.

Figura 6.6: Respuesta perturbada del sistema a lazo cerrado, caso 1.
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6.4.2. Caso de estudio 2: controlador Integral PSO-LQR

Debido a que el controlador propuesto en el caso de estudio 1 carece de robustez ante los
disturbios tanto constantes como variables en el tiempo, en está sección se propone un esque-
ma de control PSO-LQR Integral, como se describe en el esquema principal en la Figura 6.7.
En el diseño del lazo de control se considera la ley de control descrita en (6.13), donde el
vector de ganancias del controlador por retroalimentación es el siguiente

Kxa = [Kx − kI ], (6.33)

aquí, se utiliza la optimización por enjambre de partículas para determinar los valores óp-
timos de las matrices Q y R, las cuales definen los pesos de los estados y la entrada de
control, respectivamente. Para resolver el problema de optimización se utiliza el toolbox de
optimización de Matlab®, donde el enjambre está conformado por 800 partículas, y cuyo
valor obtenido para el vector de ganancias de control es el siguiente

Kxa =
[

0.8 8.4 −482.8 −2666.09 4242.6
]

(6.34)

En la Figura 6.8 se aprecia un seguimiento adecuado de la referencia planificada θ∗ para el

Figura 6.7: Diagrama de bloques del sistema a lazo cerrado, caso 2.

movimiento de cabeceo del UAS-S4. Asimismo, se observa que la magnitud de la señal de
control es menor en comparación con la respuesta en el primer caso de estudio. Ahora se
considera el perfil de perturbación 6.31, de manera similar a como se realiza la simulación
para el caso de estudio 1. La Figura 6.9 permite ver que la respuesta del sistema realiza el
control de movimiento del vehículo de manera adecuada, sin embargo, en la salida del sistema
se presentan oscilaciones inducidas por efectos de la perturbación. También, se observa que
el esquema propuesto es capaz de atenuar los disturbios constantes, a diferencia del esquema
LQR del caso 1.
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Figura 6.8: Respuesta del sistema a lazo cerrado sin perturbaciones, caso de estudio 2.
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Figura 6.9: Respuesta del sistema a lazo cerrado sometido a perturbaciones, caso de estudio
2.

6.4.3. Caso de estudio 3: esquema de control GESO

En esta sección, se diseña un observador GESO para proporcionar robustez al esquema
de control implementado en el estudio de caso 2. En el diagrama presentado en la Figura 6.11
se resume el enfoque de control para el caso 3. Aquí se considera el conjunto de expresiones
en (6.20), donde el bloque del observador estima tanto la perturbación total como la ganancia
de perturbación (6.29), que se incluyen posteriormente en el diseño de la ley de control 6.27.
El valor de la ganancia de compensación es Kd = 6.5173, mientras que, por su parte, la
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ganancia del controlador es la misma que el caso de estudio 2, y el vector de ganancias del
observador es el siguiente

L =

[
−1437 71437 57332 1764.8 −0.295 1000000
0.2408 −11.95 −9.55 −0.295 4242.6 −166.08

]ᵀ
(6.35)

ambos vectores de ganancias se obtienen utilizando la función care de Matlab®, que

Figura 6.10: Diagrama de bloques del sistema a lazo cerrado, caso 3.

resuelve la ecuación de Ricatti para (6.26) y (6.15). Las matrices de pesos para el sistema
extendido Qe y Re que se determinan mediante el algoritmo PSO son las siguientes

Qe =


1× 10−4 0 0 0 0 0

0 1× 10−4 0 0 0 0
0 0 20 0 0 0
0 0 0 300 0 0
0 0 0 0 1.8× 103 0
0 0 0 0 0 ×109

 (6.36)

y

Re =

[
1× 10−4 0

0 1× 10−4

]
(6.37)

Por otro lado, en la Figura 6.11 se observa que el comportamiento del sistema es práctica-
mente el mismo que en el caso de estudio 2, debido a que el observador no estima ninguna
perturbación exógena.
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(b) Entrada de control del elevador.

Figura 6.11: Respuesta del sistema sin incluir las perturbaciones, caso de estudio 3.

Para el caso perturbado, nótese que la respuesta en la Figura 6.12 no presenta oscilaciones
de magnitud importante debido al efecto del control propuesto.
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Figura 6.12: Respuesta del sistema en presencia de perturbaciones, caso de estudio 3.

De igual manera, se corrobora la eficiencia del esquema de control para regular el movimi-
ento del UAS-S4, donde sin importar los efectos inducidos por las perturbaciones, se mantiene
el seguimiento dentro de un rango aceptable, solamente se presenta una ligera desviación res-
pecto a la trayectoria de referencia planificada.
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Finalmente, en la Figura 6.13 se observa que el vector de ganancias del observador L
propuesto, permite realizar una estimación aceptable tanto de los estados del sistema como
de la perturbación agrupada, que se utiliza en la ley de control para rechazarla.
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Figura 6.13: Perturbación estimada mediante el GESO.

Ahora, con el fin de obtener una comparación cuantitativa y precisa entre las respuestas de
los esquemas de control propuestos, en la Tabla 6.1 se presentan los valores correspondientes
del cálculo del índice ITAE para cada caso de estudio. Aquí, es evidente el rendimiento al
usar el controlador basado en GESO, donde el error de seguimiento, el esfuerzo de control y
las capacidades de rechazo de perturbaciones confirman que el esquema de control propuesto
es una solución factible para el control de la dinámica longitudinal del FW-UAV.

Tabla 6.1: Índice de desempeño ITAE.

Perturbación Caso 1 Caso 2 Caso 3
No 15.49 7.65 7.65
Si 103.24 20.19 8.42

6.5. Conclusiones

Como se esperaba, se obtienen resultados satisfactorios para el control y rechazo activo
de perturbaciones para un FW-UAV mediante el esquema de control propuesto. El objetivo
principal de esta investigación es minimizar la influencia de las perturbaciones y la incerti-
dumbre en la salida mediante el uso de un controlador basado en un observador de estados
extendido generalizado, GESO. Los resultados de simulación permiten apreciar las ventajas
de utilizar una compensación de las perturbaciones externas en el diseño del controlador
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automático de vuelo del UAS-S4. Del estudio, también se puede concluir que, a medida que
mejora la estimación de la perturbación, se puede realizar una mejor compensación. Por otro
lado, aunque en este trabajo solo se presenta el análisis de perturbaciones afectando un solo
canal del sistema, el esquema de control permite extender el estudio a más canales, así como
el control de movimiento para la dinámica lateral del UAS-S4 Ehécatl y para el control tanto
longitudinal como lateral de otros FW-UAV como el UAS-S45 Bálaam.
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Capítulo 7

Conclusiones generales

El objetivo principal de esta sección es presentar un resumen de las características de
mayor relevancia de los esquemas de control de movimiento presentados a lo largo de la tesis,
así como las principales conclusiones.

1. Capítulo 1: la reseña histórica que se presenta describe con detalle la evolución del
helicóptero de cuatro rotores conocido como quadrotor. En esta sección se mencionan
algunas áreas de oportunidad para el desarrollo de nuevos y más eficientes esquemas
de control de movimiento, así como los principales proyectos de investigación que han
aportado significativamente al desarrollo tecnológico del helicóptero de cuatro rotores.

2. Capítulo 2: la obtención del modelo matemático del quadrotor mediante los formalismos
de Newton-Euler y Euler-Lagrange, ambos modelos no-lineales fuertemente acoplados,
permite el diseño y evaluación de los esquemas de control robusto propuestos.

3. Capítulo 3: el uso de las redes B-spline para el cálculo en línea de las ganancias del
esquema de control del tipo PD permite realizar tareas de regulación y seguimiento de
trayectorias de manera satisfactoria, y al mismo tiempo, obtener una respuesta suave
de las entradas de control calculadas en línea. Las características adaptables del esque-
ma hacen posible que el vehículo pueda volar bajo una amplia variedad de condiciones
operativas sin la dependencia de un modelo matemático exacto del sistema. Además,
la estrategia propuesta para el entrenamiento fuera de línea de las redes neuronales
mediante optimización por enjambre de partículas, representa una alternativa eficiente
para el esquema de movimiento del quadrotor, debido a que se requiere del entrenamien-
to de doce y dieciocho redes neuronales para la sintonización de las ganancias de un
esquema PD y PID, respectivamente. Finalmente, es importante resaltar que el uso de
las RNBS puede extenderse para otros esquemas de control donde se desee contrarrestar
los efectos del control de alta ganancia.
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4. Capítulo 4: los esquemas de control de movimiento propuestos basados en las teorías de
absorbedores virtuales de vibraciones y modos deslizantes son una alternativa eficiente
y robusta para la supresión de las fuerzas de perturbación exógenas. Mediante estas
estrategias se logran niveles aceptables de atenuación de las vibraciones en el quadrotor.
Asimismo, se pueden extender ambos enfoques para resolver el problema de regulación
y seguimiento de trayectorias para otros sistemas lineales y no lineales.

5. Capítulo 5: el diseño del esquema de control propuesto no requiere de la estimación
de la perturbación mediante algún observador ni de mediciones de velocidad, debido
al uso apropiado de integrales iteradas y reconstructores integrales. Se demuestra me-
diante resultados satisfactorios de simulación que el esquema propuesto (de estructura
simple) es una alternativa eficiente para el control de movimiento de vehículos aéreos
de cuatro rotores. De igual manera, su uso puede extenderse para otros sistemas no
lineales perturbados.

6. Capítulo 6: mediante el esquema de control propuesto, la estimación y compensación
de las perturbaciones pueden realizarse para cada uno de los canales de la represen-
tación dinámica del UAS. No obstante, con fines de simplicidad en la presentación de
resultados, se evalúa el desempeño del esquema de control solamente para perturba-
ciones del ángulo de cabeceo. La perturbación se considera como una señal genérica
de comportamiento variable (constante para t ≤ 35 s y armónico para t > 35 s), sin
embargo, el esquema también es lo suficientemente robusto para rechazar las perturba-
ciones inducidas por el viento (cizalladura del viento, turbulencia y ráfagas) de manera
satisfactoria, mientras se realizan tareas de regulación de la dinámica longitudinal del
UAS-S4 Ehécatl. De igual manera, el esquema fue implementado con éxito para el con-
trol de la dinámica lateral del UAS-S4 Ehécatl, así como para la dinámica lateral y
longitudinal del UAS-S45 Bálaam.

7.1. Trabajos futuros
Los trabajos proyectados como futuras contribuciones se enlistan a continuación:

1. Implementación de los controladores propuestos en una plataforma experimental.

2. Sintonización de controladores adaptativos con características robustas para el segui-
miento de trayectorias de vehículos autónomos.

3. Entrenamiento fuera de línea de los esquemas adaptativos mediante diversas algoritmos
de optimización.

4. Diseño y evaluación de controladores basados en los esquemas propuestos y en conjunto
con algunas teorías como backstepping, Lagrangianos controlados, control predictivo
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mediante modelo (Model Predictive Control, MPC), control adaptativo L1, control
robusto H∞ y control adaptativo mediante modelo de referencia (Model Reference
Control, MRC).

5. Estimación de perturbaciones para vehículos autónomos mediante diversos mecanismos.
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Apéndice A

Ecuaciones de movimiento de Lagrange

Con el fin de determinar las ecuaciones de movimiento de un sistema mecánico complejo,
es conveniente utilizar métodos basados tanto en las leyes de Newton, como aquellos basados
en la energía del sistema. Para determinar las ecuaciones de movimiento de un sistema me-
diante el método de Lagrange, es necesario definir un conjunto de coordenadas generalizadas
independientes, las cuales describen por completo el movimiento de un sistema. Para realizar
el análisis dinámico del quadrotor se necesitan seis coordenadas generalizadas (ya que se con-
sidera como un cuerpo rígido), tres ángulos que describen su orientación y tres coordenadas
espaciales que determinan su posición. Por lo tanto, el vector de coordenadas generalizadas
puede escribirse como

q = [x, y, z, ψ, θ, φ]T ∈ R6 (A.1)

o en forma compacta

q = (ξ, η) (A.2)

Posteriormente se obtiene el Lagrangiano, que está definido como la diferencia entre las
energías cinética y potencial del sistema, y es una función de las coordenadas generalizadas
q, las derivadas de las coordenadas generalizadas q̇ y el tiempo t.

L = T − V (A.3)

Debido a que existe un desacople entre las energías cinéticas de rotación Tr y traslación Tt,
se puede reescribir la expresión (A.3) como

L = Tt + Tr − V (A.4)

donde
Tt =

m

2
ξ̇T ξ̇ (A.5)
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Entonces, la energía cinética de traslación está dada por

Tt =
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 +

m

2
ż2 (A.6)

Mientras tanto, la energía cinética rotacional esta dada por la siguiente expresión

Tr =
1

2
ωT Iω (A.7)

con ω = [p, q, r], que es el vector de velocidades angulares expresado respecto a los ejes del
marco de referencia fijo al cuerpo del robot. Debido a esto, se utiliza una relación cinemática
estándar [A.1] para determinar las velocidades angulares respecto al marco de referencia
inercial η̇, de la siguiente manera

ω =

 φ̇− ψ̇ sin θ

θ̇ cosφ+ ψ̇ cos θ sinφ

ψ̇ cos θ cosφ− θ̇ sinφ

 (A.8)

que se puede deducir de manera gráfica mediante una sucesión de rotaciones y proyección de
los vectores de velocidad, como se muestra en las Figuras A.1, A.2, A.3 y A.4

Figura A.1: Marcos de referencia coincidentes antes de rotar.

Figura A.2: Primera rotación un ángulo ψ.



153

Figura A.3: Segunda rotación un ángulo θ.

Figura A.4: Tercera rotación un ángulo φ.

la cual se puede representar de manera compacta como

ω = Wηη̇ (A.9)

con

Wη =

 − sin θ 0 1
cos θ sinφ cosφ 0
cos θ cosφ − sinφ 0

 (A.10)

Por lo tanto, si se considera el tensor de inercias del cuerpo como

I =

 Ix 0 0
0 Iy 0
0 0 Iz

 (A.11)

la energía cinética rotacional en el marco de referencia está dada por

Tr =
1

2
η̇TJη̇ (A.12)
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donde J actúa como una matriz de inercia en términos de η, y está dada por la siguiente
expresión

J =

 J1,1 (Iy − Iz) cos θ cosφ sinφ −Ix sin θ
(Iy − Iz) cos θ cosφ sinφ Iy cos2 φ+ Iz sin2 φ 0

−Ix sin θ 0 Ix


con

J1,1 = Iz cos2 θ cos2 φ+ Iy cos2 θ sin2 φ+ Ix sin2 θ

Por lo tanto, considerando A.12 la energía cinética rotacional es

Tr =
1

2
φ̇2Ix − ψ̇φ̇Ix sin θ +

1

2
θ̇2
(
Iy cos2 φ− Iz sin2 φ

)
+ θ̇ψ̇ cos θ cosφ sinφ (Iy − Iz)

+
1

2
ψ̇2
(
Ix sin2 θ + Iy cos2 θ sin2 φ+ Iz cos2 θ cos2 φ

)
Mientras que la energía potencial se determina mediante

V = mgz (A.13)

aquí, m y g son la masa del quadrotor y la constante de aceleración de gravitación, respecti-
vamente. Entonces, el Lagrangiano definido en (A.3) está dado por

L =
m

2
ẋ2 +

m

2
ẏ2 +

m

2
ż2 +

1

2
φ̇2Ix +

1

2
θ̇2(Iy cos2 φ− Iz sin2 φ)

+ θ̇ψ̇ cos θ sinφ cosφ(Iy − Iz) +
1

2
ψ̇2(Ix sin2 θ + Iy cos2 θ sin2 φ

+ Iz cos2 θ cos2 φ)− ψ̇φ̇Ix sin θ −mgz

Las ecuaciones de movimiento de Lagrange utilizan la información contenida en el La-
grangiano para determinar el comportamiento dinámico del sistema, que pueden deducirse
mediante la siguiente expresión

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Q

aquí, Q = [Fξ τη]
T es el vector de fuerzas y torques generalizadas producidos por los ac-

tuadores con el fin de proveer movimiento al sistema, como se observa en (A.14) y (A.15).

Fξ =

 −u sin θ
u cos θ sinφ
u cosφ cos θ

 (A.14)
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τη =
[
τψ τθ τφ

]T (A.15)

Entonces, las ecuaciones de movimiento para x están dadas por

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= −u sin θ (A.16)

con,

∂L

∂x
= 0

∂L

∂ẋ
= mẋ

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ (A.17)

por lo tanto, se tiene que

mẍ = −u sin θ (A.18)

Las ecuaciones de movimiento para y se deducen de manera similar,

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
− ∂L

∂y
= u cos θ sinφ (A.19)

con,

∂L

∂y
= 0

∂L

∂ẏ
= mẏ

d

dt

(
∂L

∂ẏ

)
= mÿ (A.20)

y por consiguiente

mÿ = u cos θ sinφ (A.21)

Finalmente, para z se tiene

d

dt

(
∂L

∂ż

)
− ∂L

∂z
= u cos θ cosφ (A.22)
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donde,

∂L

∂z
= −mg

∂L

∂ż
= mẏ

d

dt

(
∂L

∂ż

)
= mz̈ (A.23)

por lo que se puede expresar el movimiento en está dirección como

mz̈ +mg = u cos θ cosφ (A.24)

De esta manera, el movimiento traslacional se pueden resumir mediante el siguiente con-
junto de ecuaciones

mẍ = −u sin θ

mÿ = u cos θ sinφ

mz̈ = u cos θ cosφ−mg

El proceso para derivar las ecuaciones de movimiento angular es el mismo que se uti-
liza para el movimiento de traslación. El movimiento angular considerando la coordenada
generalizada φ esta dado por

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
− ∂L

∂φ
= τφ (A.25)

con,

∂L

∂φ
= (Iy − Iz)θ̇ψ̇ cos θ(cos2 φ− sin2 φ)

− (Iy − Iz)θ̇2 sinφ cosφ

+ (Iy − Iz)ψ̇2 cos2 θ cosφ sinφ

∂L

∂φ̇
= Ixφ̇− Ixψ̇ sin θ

d

dt

(
∂L

∂φ̇

)
= Ixφ̈− Ixψ̇θ̇ cos θ − Ixψ̈ sin θ

que se puede expresar de la siguiente manera
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τφ = Ix(φ̈− ψ̈ sin θ − ψ̇θ̇ cos θ)

− Iy(−θ̇ sinφ cosφ+ θ̇ψ̇ cos θ cos2 φ− θ̇ψ̇ cos θ sin2 φ

+ ψ̇ cos2 θ sinφ cosφ)

− Iz(θ̇ sinφ cosφ− θ̇ψ̇ cos θ cos2 φ+ θ̇ψ̇ cos θ sin2 φ

− ψ̇2 cos2 θ sinφ cosφ)

En cuanto a θ se tiene que

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= τθ (A.26)

donde,

∂L

∂θ
= −ψ̇φ̇Ix cos θ − (Iy − Iz)θ̇ψ̇ cos θ sinφ cosφ

+ Ixψ̇
2 sin θ cos θ + Iy sin θ cos θ sin2 φ

− Iz sin θ cos θ cos2 φ
∂L

∂θ̇
= θ̇Iy cos2 φ+ θ̇Iz sin2 φ+

1

2
(Iy − Iz)ψ̇ cos θ sinφ cosφ

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
= Iyθ̈ cos2 φ− 2Iyθ̇φ̇ sinφ cosφ

+ Iz θ̈ sin2 φ+ 2Iz θ̇φ̇ sinφ cosφ

+
1

2
(Iy − Iz)(−ψ̇φ̇ cos θ sin2 φ+ ψ̇φ̇ cos θ cos2 φ

− ψ̇θ̇ sin θ sin θ cosφ+ ψ̈ cos θ sinφ cosφ)

Por lo tanto, el movimiento angular se puede expresar como

τθ = Ix(ψ̇φ̇ cos θ − ψ̇2 sin θ cos θ)

− Iy(θ̈ cos2 φ− 2θ̇φ̇ sinφ cosφ+ ψ̈ cos θ sinφ cosφ

− φ̇ψ̇ cos θ sin2 φ+ φ̇ψ̇ cos θ cos2 φ+ ψ̇2 sin θ cos θ sin2 φ)

− Iz(−θ̈ sin2 φ− 2θ̇φ̇ sinφ cos θ − ψ̇φ̇ cos θ sin2 φ

+ ψ̇φ̇ cos θ cos2 φ+ ψ̈ cos θ sinφ cosφ− ψ̇2 sin θ cos θ cos2 φ)

Por último, se considera la coordenada ψ

d

dt

(
∂L

∂ψ̇

)
− ∂L

∂ψ
= τψ (A.27)
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con,

∂L

∂ψ
= 0

∂L

∂ψ̇
= −Ixφ̇ sin θ + (Iy − Iz)θ̇ cos θ sinφ cosφ

+ Ixψ̇ sin2 θ + Iyψ̇ cos2 θ sin2 φ+ Izψ̇ cos2 θ cos2 φ

d

dt

(
∂L

∂ψ̇

)
= −Ixφ̈ sin θ − Ixθ̇φ̇ cos θ

− (Iz − Iy)θ̇φ̇ cos θ sin2 φ+ (Iy − Iz)θ̇φ̇ cos θ cos2 φ

− (Iz − Iy)θ̇2 sin θ sinφ cosφ+ (Iy − Iz)θ̈ cos θ sinφ cosφ

+ 2Iyψ̇φ̇ cos2 θ sinφ cosφ− 2Iyψ̇θ̇ sin2 φ sin θ cos θ

+ Iyψ̈ cos2 θ sin2 φ+ Izψ̈ cos2 θ cos2 φ

+ 2Izψ̇φ̇ cos2 θ sinφ cosφ− 2Izψ̇θ̇ cos2 φ sin θ cos θ

De este modo, se tiene que el movimiento está dado por

τψ = Ix(2ψ̇θ̇ sin θ cos θ + ψ̈ sin2 θ − θ̇φ̇ cos θ − φ̈ sin θ)

− Iy(θ̇φ̇ cos θ cos2 φ− θ̇φ̇ cos θ sin2 φ− θ̇2 sin θ sinφ cosφ

+ θ̈ cos θ sinφ cosφ+ 2ψ̇φ̇ cos2 θ sinφ cosφ

− 2ψ̇θ̇ sin2 φ sin θ cos θ + ψ̈ cos2 θ sin2 φ)

− Iz(θ̇φ̇ cos θ sin2 φ− θ̇φ̇ cos θ cos2 φ+ θ̇2 sin θ sinφ cosφ

+ θ̈ cos θ sinφ cosφ− 2ψ̇φ̇ cos2 θ sinφ cosφ

− 2ψ̇θ̇ cos2 φ sin θ cos θ + ψ̈ cos2 θ cos2 φ)

Después de realizar algunas simplificaciones algebraicas, se puede expresar el sistema de
la siguiente forma

η̈ = J−1(τη −C(η̇, η)η̇) (A.28)

donde los coeficientes de la inversa de la matriz J se expresan mediante

J−1 =
1

|J|
AdjJ (A.29)

con |J| = IxIyIz cos2 θ.
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Finalmente, con el fin de simplificar la representación matemática, se introduce la matriz
M = J−1, que está dada por

M1,2 =
(Iz − Iy) sin θ sinφ cosφ

IyIz cos θ

M1,3 =
Iy sin θ cos2 φ+ Iz sin θ sin2 φ

IyIz cos2 θ

M2,1 =
(Iz − Iy) sin θ sinφ cosφ

IyIz cos θ

M2,2 =
Iy sin2 φ+ Iz cos2 φ

IyIz

M2,3 =
(Iz − Iy) sinφ cosφ

IyIz cos θ

M3,1 =
Iy sin θ cos2 φ+ Iz sin θ sin2 φ

IyIz cos2 θ

M3,2 =
(Iz − Iy) sinφ cosφ

IyIz cos θ

M3,3 =
Iy cos2 φ+ Iz sin2 φ

IyIz cos2 θ
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Apéndice B

Particle Swarm Optimization with
Matlab

B.1. Búsqueda del mínimo global mediante PSO

Con el propósito de ejemplificar el uso de la optimización por enjambre de partículas,
se realiza la búsqueda del mínimo global de una función multi-dimensional con diversos
mínimos locales. La función de Ackley es ampliamente utilizada para probar algoritmos de
optimización. En su forma bidimensional, definida por la ecuación (B.1), se caracteriza por
una región externa casi plana y un gran agujero en el centro, como se muestra en la Figura B.1.
La función plantea el riesgo de que los algoritmos de optimización queden atrapados en uno
de sus numerosos mínimos locales.

f (x1, x2) = α + e− αe
−β

√
1
γ

γ∑
i=1

x2i
− e

√
1
γ

γ∑
i=1

cos(2πxi)

(B.1)

En la ecuación (B.1) se observa que la expresión es una función de las variables x1 y
x2, por lo tanto, el número n de variables o parámetros que define el espacio de búsqueda
es igual a 2, R2. Las instrucciones que se introducen en la Lista de código B.1 permiten
minimizar la función de Ackley mediante la función de Matlab® particleswarm. Aquí, se
requiere determinar el espacio de búsqueda con límites inferiores y superiores para facilitar
la convergencia del algoritmo, así como el tamaño de enjambre; en este ejemplo se utilizan
100 partículas. Los valores de las inercias están dadas por defecto por γ1 = 0.1 y γ2 = 1.1.
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Figura B.1: Representación gráfica de la función de Ackley.

Los resultados obtenidos después de ejecutar las instrucciones de los códigos B.1 y B.2,
se presentan en la Tabla B.1.

Tabla B.1: Resultados obtenidos mediante PSO en Matlab®.

Parámetro Resultado
x1 0.6354e-10
x2 0.4870e-10
fo 2.2643e-10

Iteraciones 63
Número de evaluaciones 6400

En la Tabla B.1 se observa que los valores de las variables que minimizan la función,
g=[ 0.6354e-10, 0.4870e-10], pueden aproximarse como: x1 ≈ 0, x2 ≈ 0, y en consecuencia
f (0, 0) ≈ 0, que puede corroborarse mediante la inspección de la Figura B.1, donde el
mínimo global o valor óptimo (fitness) se encuentra en f (0, 0) = 0. Mientras tanto, el número
máximo de iteraciones está dado por defecto como 200n, sin embargo, se puede observar que
el algoritmo minimiza la función en un número menor de ellas.

Por su parte, en la lista de código B.2 se presenta el código implementado en Matlab®

para la función de Ackley, ecuación (B.1), la cual se ejecuta en la línea 6 del código B.1 y
permite generar la gráfica de la Figura B.1.
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Lista de código B.1: PSO en Matlab®.
1 % % Inicialización de parámetros
2 lb = [−5;−5]; % límite inferior
3 ub = [5;5]; % límite superior
4 nVar = 2; % número de variables
5 % % Evaluación de la función
6 fun = @(x)fackley(x);
7 % % Inicialización del enjambre
8 options = optimoptions('particleswarm','SwarmSize',100);
9 % % Optimización por enjambre de partículas
10 [x,fvalue] = particleswarm(fun,nVar,lb,ub,options);

Lista de código B.2: Función de Ackley.
1 function f=ackley(x) % Nombre de la función
2 % % Variables
3 x1 = x(1);
4 x2 = x(2);
5 % % Constantes
6 alfa = 20;
7 beta = 0.2;
8 sigma = 2;
9 e = exp(1);
10 % % Función de Ackley
11 f = alfa + e ...
12 −alfa*exp(−beta*sqrt((1/sigma)*(x2^2 + x1^2))) ...
13 −exp(1/sigma)*(cos(2*pi*x1) + cos(2*pi*x2 ));
14 end
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